Solución TP 3 – FE II

1) Graficar el comportamiento del potencial químico  y la fugacidad z=exp() de un gas de Bose, de Fermi y clásico en función de la temperatura. ¿Cuál es el potencial químico y la fugacidad de los gases de Fermi y de Bose para temperaturas T y T0?

Vimos que a T=0:
FD:  = F, o seq que la fugacidad z nos queda: z = exp(F/kT)  
BE:  = 0, o sea z = 1
Para el gas clásico, vimos en el Capítulo 8 de FE I:



o sea que tiene la firma del producto de dos funciones de T: Tln(1/T)
Gráfica de Tln(1/T):

[image: ] [image: ]
Esquema de  en función de T		Esquema z [=exp(/kT)] en función de T


Para FD z diverge en T=0 y cae como en el gas clásico
Para BE z empieza en 1 y luego tiende a cero como el gas clásico

Para leer más sobre esto:
[image: ]
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Y esta figura está sacada del Haung:
[image: ]


2) Derivar el primer término de la expansión de la ecuación de estado de un gas ideal de Bose para temperaturas altas.

Comencemos recordando la ecuación de estado que tanto conocemos: la del gas ideal clásico

PV =NkT

En el caso del gas ideal de BE teníamos por un lado PV, y por otro N, ambos en función de z:



Entonces lo que hay hacer es eliminar z entre ambas, y listo ¡!!
Partamos de N primero:


El término  es significativo solo para T cerca de Tc que es una T muy muy baja en general. Entonces si estamos a T un poco más altas, podemos despreciarlo


Para P teníamos:


Aquí también para T baja  era casi 0






Entonces tengo:



de aquí podríamos decir que 





Finalmente:





o

Qué me dice esto ¿??? Que la presión del gas de BE tiene P menor que el clásico ¡!!
Y es porque les encanta estar amontonados ¡!!!

Otra forma de hacerlo:
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3) Para el caso no-relativístico en 3 dimensiones, encontrar la entropía del gas ideal de Bose en la fase condensada T<Tc. Comparar con el gas clásico.

Una manera fácil es la que está en el machete. Parto de la expresión de la termodinámica para la energía interna, U o E:
 E = TS – PV + N
En la fase condensada =0 y para P teníamos:

Además sabemos que en este gas, como es no-relativista PV=(2/3)E
 E = TS – PV + N me queda: (3/2) PV = TS – PV


Es decir que es proporcional a T3/2 ¡!!!
Cómo era la S del clásico ¿???



El S de BE se va a cero para T=0, y el del gas clásico no ¡!!!!
Además el S de BE es menor que el del gas clásico y si vamos a T mayores.
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4) Considerar el gas ideal de Bose compuesto por N partículas en un volumen V. Sean No y N’ el número de partículas en el estado más bajo (momento p=0) y en los estados p0 respectivamente. Mostrar que cuando la temperatura cae a valores menor a Tc, No se vuelve de repente comparable al número total N y que en esta región el potencial químico es igual a cero (condensación de Bose).

Recordemos de clase:


donde 




También vimos que para T<Tc, z1 y 

Entonces para estas T:


Es decir que está acotado ¡!!!
Esto hace que el resto de las partículas, es decir N-N’ no les quede otra que caer al estado p=0 ¡!!!

Lo que sigue está sacado creo que del Kittel. Leanlo como repaso, please¡!!!

[image: ]
[image: ]
[image: ]

5) En un laboratorio se midió la capacidad calorífica molar, CV (T), del helio líquido (4He), para dos temperaturas distintas, obteniéndose los valores

			CV (0.1 K) = 9.40 × 10−5 Jmol−1 K−1
			CV (0.5 K) = 11.76 × 10−3 Jmol−1 K−1

Se sabe que los átomos de 4He tienen spín nulo y una masa m = 6.64 × 10−24 g, y que la densidad del 4He es, aproximadamente, ρ = 0.146 g cm−3. 
Considerar el 4He líquido como un simple gas ideal que satisface la estadística de Bose-Einstein.
(a) ¿Qué valores predice este modelo para la capacidad calorífica molar del 4He?
(b) ¿Concuerdan los valores del modelo con los valores experimentales a 0.1K y 0.5K? ¿Qué explicación física se le ocurre para justificar su respuesta?
(Datos numéricos: h = 6.626 × 10−34 J s; k = 1.38 × 10−23 J K−1; R = 8.314 J mol−1 K−1)

a) Las T que nos piden están por debajo de Tc que para el Helio era 3.13 K.
Entonces usamos la fórmula de Cv para T<Tc

[image: ]





g5/2(1)  1.342
m = masa de un átomo de Helio 4 = 6.7× 10-27 kg (lo puedo sacar a partir de la masa atómica o como ~2protones + 2 neutrones)
h = constante de Planck = 6.6× 10-34 m2 kg s-1
k = constante de Boltzmann = 1.38 × 10-23 m2 kg s-2 K-1

 





No me saleeee ¡!!!!

Solución del machete:
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 6) La primera observación de la condensación de Bose-Einstein en un vapor atómico diluido fue realizada por M. Anderson et al. (Science 2169, 1995). El estado condensado se produjo en un vapor de 87Rb confinado por un campo magnético y enfriado por evaporación. La primera evidencia de condensación apareció a una temperatura de aproximadamente 170 nK con 
2.5 x 1012 átomos/cm3. Comparar la temperatura de condensación en este experimento con la temperatura crítica para un gas ideal de Bose a la misma densidad.

Antes que nada, noto que efectivamente el  Rubidio 87 es un bosón, porque de los 87 nucleones 37 son protones, entonces tengo 37 protones, 37 electrones y 50 neutrones, es decir que tengo 124 partículas de spin 1/2. Como 124 es número par el spin del 87Rb será entero ¡!!!

La ecuación para TC que vimos en la clase teórica es:


Puedo sacar la masa de un átomo depreciando la de los electrones y suponiendo todos protones:
m = 87  1.6726 × 10-27 kg = 1.4551 × 10-25 kg
Como soy curiosa comparo con la masa exacta (37 protones + 50 neutrones + 37 electrones:

m= 37 1.67262 × 10-27 kg + 50  1.6749 × 10-27 kg + 37 9.109 × 10-31 kg =1.4566 × 10-25 kg
El error es del 0.1%. Podríamos ver cuánto afecta esto a la Tc ¡!!

 sabiendo que 
h = constante de Planck = 6.6× 10-34 m2 kg s-1
k = constante de Boltzmann = 1.38 × 10-23 m2 kg s-2 K-1
n = 2.5 x 1012 átomos/cm3




Si hubiera usado la masa exacta  

Son prácticamente iguales ¡!!! No tiene sentido entonces incluir los electrones a menos que pueda medir T con suma suma precisión ¡!!!

Esta TC comparada con la experimental que era de 170 nanoK, es muy diferente.
Esto se puede deber a que a esta T no puedo despreciar la interacción entre los átomos de Rubidio la que eleva la TC real. Además en el Rubidio aparece otro efecto que pueden leer más abajo:
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7) A bajas temperaturas la entropía y la compresibilidad isotérmica de un gas de bosones con interacción débil pueden aproximarse por:
[image: ]
donde a y c son constantes. En el límite de baja temperatura y volumen grande la presión P y la densidad de energía interna E/V tienden a cero.
(a) Encontrar la ecuación de estado P(V,T).
(b) Encontrar la energía interna E(T,V).
(c) ¿Obedece este modelo la Tercera Ley de la Termodinámica?

(a) De nuevo me piden la ecuación de estado, que para el gas clásico era:

PV = NkT

Ya habíamos obtenido la ecuación de estado para este gas de BE pero sin interacción en el Problema 2:


Pero tratemos de ver que da con el procedimiento usando lo que nos da este Problema.

Conocemos P/V= - 1/VT 




y de las relaciones de Maxwell:


 





Integrando queda




(b) dE = T dS – P dV















(c) Si, porque el S(T0) 0 ya que 

[image: ]


8) (En el TP me confundí y puse 9) ¿Qué título le pondría a la siguiente figura?
Piensa cuidadosamente:

[bookmark: _GoBack][image: ]



Amit, D.J. and Y. Verbin, Statistical Physics. An Introductory Course, World Scientific Publishing, 1999.

Kubo, R, Statistical Mechanics. An Advanced Course with Problems and Solutions, North-Holland Physics Publishing, 1988.
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5. Consider an ideal Bose gas composed of N particles in a volume V, and let N
and N’ be the number of particles in the lowest one-particle state (momentum
p = 0) and of the number of particles in the higher states (p # 0) respectively.
Show that when the temperature falls below a temperature T,, N, suddenly
becomes comparable with the total number N and that in this region the
chemical potential u is equal to zero (Bose-Einstein condensation).

SoLuTiON

Let ¢; be the one-particle energy levels. One finds

1
N= ZW (B =1/kT) (1)
or equivalently,
) &o / 1
N=No+ N, No=—p°—, N =#zoe—_’(""‘)—1 @)

where g, is the degeneracy of the lowest energy state ¢, = 0 and can be put
equal to unity. Concerning N’, one can treat the equation in the usual way
(cf. problem 1.6), using the state density for the free particle D(¢) =
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This expression when integrated does not contain the state ¢, = 0 because the
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density of states (~ \/ t) becomes zero at that point. This is the reason why N,
is inserted separately in equation (2). The function F; («) has the form

0
2 xtdx ° i
F*(“)EﬁfQTH:Ze /n* @
0 n=1
and can be defined only in the region & = —fu > 0, as can be seen from the
expansion shown above. Fj («) is a monotonically decreasing function:
Fy(®) S F4(0) = Zln‘* =2.612(={(3). ©)
Hence one has from equation (3),
, 2nmkT ¥ ,
N <V W % 2.612 = N;..(T). ©)

This means that there is an upper limit for the number of particles in the
higher states and that this limit decreases with decreasing temperature.
When N’ (T) becomes smaller than the total number ¥, the remaining
N — N’ .« (T) particles must enter into the lowest state ¢, =0. The critical
temperature T, is defined by the relation
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Fig. 4.14, Fig.4.15. Chemical potential of ideal Bose gas.
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Below this critical temperature x4 remains equal to zero, and N’ and N, are
given by

N' = N(T|T,)}, ®
No = N{1 —(T/T)*.
NoOTE: At temperatures ' > T, the equation
, 2amkT 3
N=N'=V{—7 Fy(—Bu) ®
2 — -
- 3R/2 S
= I 3
st ]
S g
00'. e b L Fig. 4.16. Specific heat of ideal Bose gas.
— TIT.

has a solution with x < 0. In this case Ny = O(1) and can be neglected
compared to N' (= O(N)). When T decreases to T, u approaches zero, and
at temperatures T’ < T, we have u = 0 and Ny, = O(N) [cf. F. London,
Superfluids IT (John Wiley & Sons, New York, 1954)].
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Equation (7.152) is obtained by differentiating Eq. (7.145) with respect
to T holding (n) fixed. The computation of ¢, is then straightforward.
We find

B kn S gsp(d) — (Mks3R2G  ifz< 1,
en=T\5z) = (7.153)
n kBTS';\lj'gs/z(l), if z=1.

In Fig. 7.15 we plot the heat capacity per unit volume for the Bose-Einstein
gas. The location of the critical point is clear in the plot. Also, the Bose-
Einstein gas clearly obeys the third law of thermodynamics. In the limit
T — 0K, the entropy approaches zero with temperature dependence, T°/2. In
the high-temperature limit, the heat capacity approaches a constant value as we
would expect for a classical ideal gas. In the high-temperature limit the effect of
statistics becomes negligible. The phase transition in an ideal Bose-Einstein gas
in entirely the result of statistics. As we shall see, the Fermi—Dirac gas exhibits
no such transition.

The high-temperature behavior of the Bose—Einstein gas is readily obtained.
At high temperature, z — 0 and gs5/2(z) = g3/2(2) =~ 81/2(z) = z. From Egq.
(7.145) we obtain

(NY z  (mkgT\**
<n>=_V—=/\—3T= > e (7.154)

for the particle density, and from Eq. (7.144) we obtain

kBTZ _ (N)kBT

YR (7.155)
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Figure 11.3 Qualitative behavior of the chemical potential for the Bose, Fermi and classical
ideal gases.




