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Capitulo 1

Vibraciones y ondas

NOMENCLATURA

a = velocidad de propagacién de las ondas, m/seg; aceleracién, m /seg?
A = 4rea, m?
Ay = amplitud de onda, m
A,B = constantes
c = coeficiente de amortiguamiento, nt-seg/m
C,D = constantes 1
d = didmetro, m
f = frecuencia, ciclos/seg
fo = frecuencia de pulsacién, ciclos/seg

o = longitud, m

) I, = funcién hiperbélica de Bessel, de la primera clase y orden cero
Jy = funcién de Bessel, de la primera clase y orden cero
k = constante de un resorte, nt/m
K, = funcién hiperbélica de Bessel, de la segunda clase y orden cero
m = masa, kg
Dn = frecuencias naturales, ciclos/seg
P = periodo, seg
P, = periodo de pulsacién, seg
r = razén de frecuencias; distancia radial, m
S = tensién, nt -
MAS = movimiento arménico simple
t' = espesor, m
W = trabajo realizado, julios /ciclo
Y = mddulo de elasticidad de Young, nt/m2
W = frecuencia angular, rad/seg
w¢ = frecuencia angular amortiguada, rad/seg
w, = frecuencia angular natural, rad/seg,
A = longitud de onda, m
d = factor de amortiguamiento
8,6 = 4ngulos, rad
0 = densidad, kg /m3
Oa = masa /drea, kg/m?
er = masa/longitud, kg/m
W = relacién de Poisson

tensidn superficial, nt/m2

= deformacién o fatiga
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INTRODUCCION

La acustica es la fisica del sonido. Aunque la teorfa fundamental de la acdstica trata
de las vibraciones y de la propagacién de las ondas, podemos considerar el tema como una
ciencia multidisciplinaria.

Los fisicos, por ejemplo, investigan las propiedades de la materia mediante conceptos
sobre la propagacién de las ondas en medios materiales. El ingeniero actstico se interesa
en la reproduccién fiel del sonido, en la conversién de la energia mecanica y eléctrica en ener-
gia acistica, y en el disefio de trasductores acisticos. El arquitecto est4d més interesado en
la absorcién y en el aislamiento del sonido en los edificios, en la reverberacién controlada y
en la prevencién del eco en los auditorios y salas de musica. El musico desea saber cémo ob-
tener combinaciones ritmicas de tonos por medio de la vibracién de las cuerdas, columnas
de aire ¥ membranas.

Por otro lado, los fisidlogos y los sicélogos estudian intensamente las caracteristicas y
acciones del mecanismo del ofdo humano y de las cuerdas vocales, los fendmenos del oido,
las reacciones del hombre con respecto a los sonidos v a la musica, y los criterios sicoacisti-
cos para obtener comodidad con cierto nivel de ruido y condiciones de audicién agradables.
Los lingtiistas se interesan en la percepcién de sonidos complejos y en la produccién del len-
guaje hablado por medios sintéticos.

El ultrasonido, un tema de acistica que habla de las ondas sonoras de frecuencia por
encima de los 15.000 ciclos por segundo, ha encontrado creciente aplicacién en la oceano-
grafia, en la medicina y en la industria.

‘ Ademads, debido a la conciencia general y unénime preocupacién del creciente nivel del
ruido producido por aviones, automéviles, industria pesada y artefactos domésticos, v sus
efectos perjudiciales, tales como el dafio al oido e irritacién fisica y siquica, crece la demanda
para un mejor entendimiento del sonido, sus causas, efectos ¥ su control.

ONDAS

Las ondas se causan por una perturbacién, o influencia, que empieza en un punto y se
trasmite y se propaga a otro punto de manera predecible, de acuerdo con las propiedades
fisicas del medio eldstico a través del cual se trasmite la perturbacidn.

A medida que un cuerpo vibrante avanza desde su posicién de equilibrio estatico, impul-
sa el aire delante de él y lo comprime. Al mismo tiempo, se presenta un enrarecimiento en la
parte inmediatamente posterior del cuerpo, y el aire se precipita a llenar este espacio vacio.
De esta manera, la compresién del aire se trasfiere a partes distantes y el aire se pone en
movimiento en forma de ondas sonoras. El resultado es el sonido. Para el oido humano, el
sonido es la sensacién auditiva producida por la perturbacién del aire. Puesto que tanto los
fluidos como los sélidos poseen inercia y elasticidad, los dos trasmiten las ondas sonoras.

Las ondas sonoras son.ondas longitudinales, es decir, las particulas se mueven en la direc-
cién del movimiento de la onda. La propagacién de las ondas sonoras implica la trasferencia
de energia a través del espacio. La energia que portan las ondas sonoras es parcialmente ci-
nética y parcialmente potencial; la primera se debe al movimiento de las particulas del medio,
la segunda al desplazamiento eldstico de las mismas particulas. Al tiempo que las ondas so-
noras se extienden en todas direcciones, a partir de la fuente, pueden también ser reflejadas
y refractadas, disipadas y difractadas, interferidas y absorbidas. Se necesita un medio para
la propagacion de las ondas sonoras, y la velocidad de éstas depende de la densidad y la tem-
peratura del medio. (Véanse los problemas 1.1-1.7.)

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Si una particula se encuentra en movimiento rectilineo, y si su aceleracién a siempre
es proporcional a su distancia x de un punto fijo sobre la trayectoria, y est4 dirigida hacia
el punto fijo, se dice que la particula ejecuta un movimiento arménico simple (MAS), que
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es la forma més simple de un movimiento periédico. En forma de ecuacién diferencial, el mo-
vimiento arménico simple se representa por

¢ = -’ o dx/di+oix =0
con solucidn z(t) = Asenot + B cosot

o z(t) = VA +B?sen(wt +6), a(t) = VA% + B% cos (ot — )

donde A y B son constantes arbitrarias, o es la frecuencia angular en rad /seg, v 6, ¢ son los
dngulos de fase en radianes.

El movimiento armdnico simple puede ser una funcién seno o una funcién coseno del
tiempo, y puede representarse convenientemente por vectores rotatorios, como se muestra en
la figura 1-1. El vector r de magnitud constante rota, en el sentido contrario al del movimiento
de las manecillas del reloj, con la velocidad angular constante w; sus proyecciones sobre los
ejes x y i son, respectivamente, las funciones seno ¥ coseno del tiempo. (Véase el problema 1.8.)

by

b

(a) Funcién seno

0 T2 ’ 3772 : 5ﬁ/2\”

() Funcién coseno

Fig.1-1

Una onda arménica tiene su perfil (configuracién de desplazamiento) en forma sinusoi-
dal, es decir, es una curva seno o coseno. Una onda arménica que se mueve en la direccidn
positiva de x con velocidad ¢ est4 dada por

(.8 Ay senm(x — ct)
w(z, =
Ao cos m(z — ct)

mientras que una onda arménica que se mueve en la direccién negativa de.x con velocidad
¢ esta dada por

i) = Aosenm(z + ct)
T | Aecosmiz +ct)

donde A, es la amplitud de onda. Se les llama ondas armdnicas progresivas.
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Una onda esférica que diverge del origen de coordenadas con velocidad ¢ se representa

por
ulr,t) = (Au/r) flet—1)

Anélogamente, una onda progresiva arménica esférica se expresa por
’H,(‘T', t) —_ (Ao/q,.)ei(wt—kr)

donde i =+//-1y k=1 /X es el nimero de la onda, es decir, el nimero de los ciclos de
la onda por unidad de longitud. El perfil de la onda se repite al cabo de una distancia A =
2x/m que se llama la longitud de onda.

VIBRACIONES

Los sistemas que poseen masa y elasticidad estén en capacidad de ejecutar un movimien-
to relativo. Si el movimiento de estos sistemas se repite después de un intervalo de tiempo
dado, este tipo de movimiento periédico se denomina vibracién. Para analizar la vibracidn,
se simplifica idealmente el sistema, en funcién de una masa m, un resorte k 'y un amortigua-
dor ¢, que representan respectivamente el cuerpo, la elasticidad y el rozamiento del sistema.
En estas condiciones, la ecuacién del movimiento expresa el desplazamiento del sistema como
funcién del tiempo. El periodo P es el tiempo, en segundos, que necesita el movimiento pe-
riédico para repetirse, y la frecuencia f es el ndmero de ciclos en la unidad de tiempo.

La vibracién libre, u oscilacién momentdnea, es el movimiento periddico que se observa
cuando el sistema se desvlaza de su posicién de equilibrio estitico. Las fuerzas actuantes
son la fuerza eldstica, la fuerza de rozamiento y el peso de la masa. Por efecto del rozamiento,
la vibracién disminuird con el tiempo segiin la expresién
z(f) = e~%t(A senw,t + B cos w,t)

c

donde ¢ = factor de amortiguamiento,
wn = frecuencia angular natural en rad /seg,
we = frecuencia angular natural amortiguada en rad /seg,
A,B = constantes arbitrarias, (Véanse los problemas 1.9-1.10.)

Durante ei movimiento de vibracién, cuando sobre el sistema actian fuerzas externas,
de la forma F() = Fosenot o F 0 CoS wf, el movimiento resultante es una vibracién for-
zada. En este estado de vibracién forzada, el sistema tratard de vibrar con su frecuencia na-
tural, y también seguird la frecuencia de la fuerza de excitacidn. Si existe amortiguamiento,
la componente del movimiento que no experimenta la fuerza de excitacién sinusoidal se ex-
tinguird gradualmente. En consecuencia, el sistema vibrard con la frecuencia de la fuerza
de excitacién independientemente de las condiciones iniciales de la frecuencia natural del
sistema. El movimiento resultante se llama estado de vibracién estable, o respuesta del siste-
ma, y se representa por :

Fo

2(t) = €08 (ot — 4)
Ve~ mo®? + (co)?
donde Fy, = magnitud de la fuerza de excitacidn,
k= constante elastica,
m = masa del sistema,
c = coeficiente de amortiguamiento,
w = frecuencia de la fuerza de excitacién, en rad/seg,
6 = fan-1__9%  _ angulo de fase (Véase el problema 1.11.)

k— My
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Se presenta resonancia cuando la frecuencia de la fuerza de excitacion es igual a la fre-
cuencia natural del sistema. Cuando esto ocurre, la amplitud de la vibracién aumentars in-
definidamente de acuerdo, dnicamente, con la magnitud del amortiguamiento presente en
el sistema.

ENERGIA DE VIBRACION

Durante la vibracién libre con amortiguamiento, la energia es absorbida continuamente
por el amortiguador y se disipa en forma de calor. El sistema, por tanto, pierde energia con-
tinuamente y, como resultado, la amplitud de la vibracién disminuir4. En caso de la vibra-
cién libre sin amortiguamiento, la energia total es constante y se mantiene igual al mdximo,
ya sea de la energia cinética o de la potencial; el sistema, por tanto, vibra continuamente.

Durante la vibracién forzada con amortiguamiento, la energfa se suministra continua-
mente desde las fuentes externas para mantener el estado de vibracidn estable. (Véanse los
problemas 1.12-1.15.)

VIBRACION DE CUERDAS

La cuerda es un vibrador tnico en cuanto a sus caracteristicas de medio continuo, y
es el ejemplo més sencillo de un medio trasmisor de ondas. Su masa se distribuye uniforme-
mente a lo largo de su longitud y también es el caso mas simple de un sistema con un nimero
infinito de frecuencias.

La ecuacién diferencial general del movimiento es

Fy o Ly
; atr 7 ga?
donde ¥ = deformacién o desplazamiento de la cuerda,
x = coordenada a lo largo del eje longitudinal de la cuerda,
e = V8/p, = velocidad de propagacién de onda,
S = tensidn,
pL = masa por unidad de longitud de la cuerda.

La solucién general puede expresarse, bien sea como ondas estacionarias, bien sea como
ondas progresivas, segin las dos ecuaciones siguientes:

wlet) - = > (Ai sen%x + Bi cos%x)(()’i senpit + D cos pit)
i
donde A;, B; son constantes arbitrarias que deben evaluarse con las condiciones de frontera,
C., D; son constantes arbitrarias que deben evaluarse con las condiciones iniciales, y p; son
las frecuencias naturales del sistema;

Y@, t) = fi(x—at) + f2(z +at)

donde f; ¥ f. son funciones arbitrarias. La primera parte f;(x — af) representa una onda de
forma arbitraria que se desplaza en la direccién positiva de x con velocidad a, mientras que
f2(x + at) representa una onda similar que se desplaza en la direccién negativa de x con ve-
locidad @. (Véanse los problemas 1.16-1.20.)

VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS

Una barra es un cuerpo material considerablemente alargado en una direccién, hecho
de un material homogéneo e isotrépico, y libre de esfuerzos trasversales en toda su exten-

" sién. Si se produce un golpe repentino en la direccién de sus ejes, las caracteristicas de elon-

gacién de cualquier seccién recta de la barra variarin periédicamente en el tiempo pero con
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distintas amplitudes. Esta es la vibracidn longitudinal de las barras.
La ecuacién diferencial general del movimiento es

P _ 0
ot? dx?
donde u = desplazamiento de cualquier seccién recta,
= coordenada sobre el eje longitudinal,
a = /Y/p =velocidad de propagaciéﬁ de la onda,
Y = mddulo de elasticidad de Young,
¢ = densidad.

La solucién ‘general es la misma, como en el caso de la cuerda vibrante. (Véanse pro-
blemas 1.21-1.25.)

VIBRACION DE MEMBRANAS

Una membrana es un cuerpo material de extensién finita y espesor uniforme, que se
mantiene en un marco rigido por medio de una tensién homogénea. Es completamente fle-
xible y su espesor es muy pequefio comparado con las otras dos dimensiones. Al excitarse,
se supone que ejecuta vibracién libre sin amortiguamiento en la direccién perpendicular a
la superficie plana de la membrana.

Una membrana vibrante es el caso fisico, que se visualiza més ficilmente, de un movi-

. miento ondulatorio en el espacio bidimensional. Comparada con el caso unidimensional, la
cuerda flexible, la membrana posee mucha més libertad de movimiento.

La ecuacién diferencial del movimiento estd dada por

#y Py _ 1y
x| 922 T a? o
donde y = deformacién o desplazamiento vertical de la membfana,
a = m = -velocidad de propagacidn de la onda,
S = tensidn, |
p. = masa por unidad de drea de la membrana,
%,2 = coordenadas en el plano de la membrana.

La solucién general puede expresarse, bien sea como solucién en serie, o bien como so-
lucién en ondas mdviles, como sigue:

izt = i (AisenV/(pi/a)® — ki z + BicosV/(pi/a)? — ki)
i=12,...
X (Cisenkiz + D; cos kiz)(E; senpit + F; cos pit)

donde A;, B;, C; y D; son constantes arbitrarias que deben calcularse segiin las condiciones
de frontera, E; y F; son constantes arbitrarias que se determinan con las condiciones iniciales,
v p; son las frecuencias naturales de lIa membrana;

Y(2,2,t) = fi(me+nz—at) + fa(me+nz+at) donde m2+n2 =1

Esta forma de solucién representa ondas con el mismo perfil arbitrario, que se desplazan -

en direcciones opuestas a lo largo de los ejes x y z con velocidad a. (Véanse los problemas
1.26-1.31.)

VIBRACION DE PLACAS CIRCULARES

La vibracién de placas es el andlogo bidimensional de la vibracién trasversal de las vi-
gas. En contraposicidn con una membrana, el espesor de una placa no es pequefio compa-
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rado con las otras dimensiones. Ademds, las tensiones y los esfuerzos que resultan de la ri-
gidez y la flexién de la placa, complican considerablemente la libertad casi ilimitada del
movimiento de la placa.

La ecuacién diferencial general del movimiento est4 dada por

2 2 e 2
donde y = deformacién o desplazamiento de la placa,
r = distancia radial desde el centro de la placa,
p = densidad de la placa,
Y = médulo de elasticidad de Young,
t’ = espesor,
= razon de Poisson.

La solucién general para la vibracién libre de una placa circular es
y(r,t) = [AJo(kr) + Blo(kr)]e™t
donde A y B son constantes arbitrarias, J; es la funcién de Bessel de la primera clase y or-

den cero, e I, es la funcién hiperbélica de Bessel. (Véanse los problemas 1.32-1.33.)
Problemas resueltos

ONDAS

1.1. Comprobar cada una de las adiciones de ondas:

(@) A cos wt + Bsen wt = C sen (wt 4 6)
(b) A cos wt + Bsen ot = C cos (wf — ¢)

donde C = /A2 + B’ tan ¢ = A/B, y tan ¢ = B/A.

(a) Csen(wt+6) = C (senwt cosd + coswtsen #) = (C cosé)senwt + (Csen 8) cos wt
Sea (Ccose) =B, (Csens) = A.Entonces A2+B2=C2 o C=VAITEE, y tanso=A/B.
= A coswt + Bsenwt = Csen(wt+6) si C=A2+B2 y tane = A/B

(b) C cos (c;:t—qs) = C(coswt cos¢ +senwtseng) = (C cosg) coswt + (Csen ¢) sen wt
Sea (Ccos¢) =A, (Cseng) = B. Entonces A2+ B2 = C? o C=+Az+pe, vy tang = B/A.
Asit

Acoswt+ Bsenwt = C cos (ot — ¢) si C=VA2+B2 y tang =B/A

Las anteriores adiciones de onda también
pueden encontrarse considerando Jos vectores '}12 ¢
rotatorios que se muestran en la figura 1-2.

Los vectores A, B y C rotan alrededor del
punto O con velocidad angular constante . A==
AA; = OA cos wt, BBy = OB sen wt, y CC;=
OC sen (wt + ¢) son las proyecciones sobre el
ejey delos vectores A, By C respectivamente.

|
(@) Ya que el vector C es la suma de los vec- I i
tores A y B, se tiene I |
o
CC; = CCy+ CoCy; = AA, + BB L 1
5 1 2 2v1 1 1 Al 0 C]‘ Bl

OC sen (wf 4+ ¢) = OA cos wt + OB sen ot Fig.1-2
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Llamando OA = A, OB =B, OC =C, entonces C=VA2+ B2, tang = A/B y se ob-
tiene el resultado.
(b) Similarmente,
AA+A44;, = AJA+ BB,

0 Ccos (of —8) = A cos wt + B sen wt donde C = /A2+ B2 y tan 6 = B/A.

1.2. Dos movimientos arménicos ondulatorios x; = sen (wt + 60°) v x, = 2sen wt se
propagan en la misma direccidn. Encontrar el movimiento ondulatorio resultante.

El movimiento ondulatorio estd dado por

x = m; + x, = sen(wt+60°) + 2senwt

= senwt cos 60° + cos wtsenb60° + 2 senwi
2,5senwt + 0,866 coset = V2,524 0,8662sen (wt + 4)

= 2,66 sen(wt+19°)

ya que 8 = tan! (0,866/2,5) = 19°.

El movimiento ondulatoric resultante también puede encontrarse considerando los vectores
rotatorios que se muestran en la figura 1-3. Los tres vectores 4, B y C rotan con velocidad angular
constante w. Las proyecciones de los vectores A y B sobre el eje x representan los dos movimientos
ondulatorios x; ¥ x3, respectivamente. El movimiento ondulatorio resultante estd representado por
la proyeccién del vector € sobre el eje x.

Il

E) Y
C

T8

S

e

Y&

T2
2+ 2,

( (wyt + 6)

Fig.1-3 Fig. 1-4

1.3. Dadas dos ondas sinusoidales o cosinusoidales de diferentes frecuencias y amplitu-
des, determinar la suma de las mismas.

La suma de dos o méds ondas sinusoidales o cosinusoidales es méds sencilla con vectores rota-
torios, como los de la figura 1-4. A y B son vectores de distintas longitudes que giran alrededor
de O con velocidades angulares constantes w; ¥ ws ¥ con 4dngulos de fase iniciales ¢ v 6. Las
proyecciones de los vectores A y B sobre el eje x son, respectivamente

OD = A cos(wt+¢), OFE = B cos (wgt + 6) (I
en donde A y B son magnitudes vectoriales. Las proyecciones correspondientes sobre eleje y son
OF = Asen(oit+¢), O0G = Bsen(upt+6) 2)

Similarmente, las proyecciones del vector C sobre los ejes x y ¥ son
OH = 0D+ DH = 0D + 0E, Ol = OF +FI = OF + 0G 3)

De las ecuaciones (I) v (2) tenemos

Ccos(wt+¢+y) = Acos(uit+ge) + Bcos(ut+e) @
Csen (ot +¢+y¢) = Asen(uwt+g¢) + Bsen(wgt+ 6) (5)
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en donde la magnitud del vector C es C = A2+ B2 + 2AB cos{(wy —wp)t + (¢ —6)] , que varia
sinusoidalmente con el tiempo a una frecuencia igual a la diferencia entrelas frecuencias dadas.

i CH A sen (vt + ¢) + Bsen (wgt + §)
El lo de fase del tor C = o = -1
angulo de 1ase del vector C es ¢ tan I tan A cos (wgt + 4) + B cos (ot +9) °
De esta forma, la ecuacién (4) representa la suma de dos ondas cosinusoidales, y la ecuacién
(6) la suma de dos ondas sinusoidales.

La figura 1-56 muestra la suma de dos ondas sinusoidales, de diferente frecuenciasy amplitu-
des. La onda resultante es periédica pero no arménica.

Y1

ANNDNNDNNDNNDNNNNN
RV VAR VAR i v v w v e

(@) y, = Asenbut

N A A A AN A A
Y YAV Y VIRV i v v

A ﬁ\/\\/\\/\ ﬁf\/\v/\\ :

Y2

Y

1.4. Dos ondas A = cos (wut + 30° y B = 1,5 sen (vt + 30°), salen simult4neamente de la
fuente O en direcciones tales que la una es perpendicular a la otra, Determinar la onda
resultante.

Fig.1-6
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La forma de la onda sonora resultante puede ser determinada grdficamente por medio de los
vectores que rotan en el plano xy como se muestra en la figura 1-6. Las longitudes de los vec-
tores representan las amplitudes, mientras que sus proyecciones sobre los ejes x y ¥ representan
las formas originales de las ondas. En las circunferencias de ambaos circulos se sefialan iguales interva-
los de tiempo para el movimiento circular de los vectores. Entonces, todos estos puntos se proyectan
a través del plano xy para determinar el lugar donde se encuentran los puntos, y resulta una elipse.

Dadas dos ondas A cos 2wt y A sen 3wt perpendiculares entre si, determinar el mo-
vimiento resultante,

Sean x = A cos2uwt, ¥y = A sen 3wt como se muestra en la figura 1-7. Se puede encontrar
la resultante grdficamente por medio de los vectores rotatorios. Sus longitudes representan la am-
plitud de las ondas sonoras, y sus proyecciones sobre los ejes x y y representan la forma original de
las ondas.

3,11,18

4,12,20

5,13,21

6,14,22

Fig.1-7

En las circunferencias de los circulos se sefialan iguales intervalos de tiempo en la razén 3:2,

"que es la razén de las velocidades angulares de los vectores. Todos estos puntos, desde el 1 hasta

el 24 en ambas circunferencias, se proyectan a travésdel plano xy para determinar el lugar en donde
se encuentran los puntos; la curva resultante se conoce con el nombre de figura de Lissajou. Las
figuras de Lissajou se utilizan para componer una serie de movimientos cuyas frecuencias son las
arménicas de la fundamental.

Dos movimientos arménicos de la misma amplitud, pero de frecuencias ligeramente
diferentes, se imprimen a un cuerpo en vibracién. Analizar el movimiento del cuerpo.

Sean a;(t) = Ay coswt, x(f) = Ay cos{w+Aw)t dos movimientos arménicos. Entonces, el
movimiento del cuerpo es la superposicién de los dos movimientos dados:

x(t) = o(t) + wo(t) = Apcosoet + Agcos(wtAv)t = Apcoswt + cos(w+ Aw)t]

Por trigonometria tenemos que cosz + cosy = 2 cos§(z+y) cos Lz —y). Asi que,

#(f) = Ag[2 cos Lot + wt + Awt) cos (Aw/2}f] = [24, cos (Aw/2)E] cos (w + Auw/2}t
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La amplitud de x(t) fluetiia entre cero y 244 de acuerdo con el término 24) cos (Aw/2)t
mientras que el movimiento general de x es una funcién coseno de frecuencia angular (o + Aw/2).
Este tipo especial de movimiento se conoce con el nombre de fenémeno de pulsacién. Cada vez que
la amplitud alcanza un médximo, se dice que hay una pulsacién. La frecuencia de pulsacién, segin se
determina por dos amplitudes méximas consecutivas, es igual a

— Avtw w _ Aw
f = 5 = See ciclos /seg

y el periodo de pulsacién P, = 1/f, = 2z/Aw seg. Las ondas sonoras de frecuencia ligeramente di-
ferente también originardn pulsaciones, como se describen aqui. _

. 2n/ae

-_
EERE e

Fig.1-8. El fenémeno de pulsacién

En cada una de las figuras 1-9(a)-(j), se muestran punteadas dos ondas triangulares
idénticas que se propagan en la misma direccién. Estudiar, en cada caso, la onda re-
sultante con respecto al dngulo de fase indicado entre las dos ondas.

A ,
Z/\\\ J/A\ / N : 71\,7
4 /’/ g ¥

-
= A/
/ (f) 90°
(a) 0°

A

L /.,/":\ N, 7R
O 7 S
Y, v
(g) 108°

(b) 18°
/\ S
AN\ //\/\\\ " . “\ /s %
NN Qe
f [ 4 \ L e
\\\/‘,/ i NP
v
(k) 126°
(c) 36°
A ﬁ’\ AR /'N‘ 2%
Pt > FRE A s /=
/, ‘. ~\ i . _/ P \\_“\_/ i
fo Y 7 ‘\Jr \/ et
N
(1) 144°
(d) 54°
- AN % AN
S R RN N
X AR Ll
i Mo i LT
N
(e) 72° Fig. 1-9 (7) 162°

La onda resultante (linea continua) se obtiene sumando grificamente las dos ondas. Empe-
zamos con un dngulo de fase cero entre las dos ondas, en la figura 1-9(a), o sea, las dos ondas estdn
completamente en fase una con otra. La amplitud resultante es igual a dos veces la amplitud de las
ondas dadas.



12

VIBRACIONES Y ONDAS [CAP. 1

La figura 1-9(b) muestra la suma de las dos ondas idénticas con 18° de diferencia de fase entre
ellas. En forma similar, desde la figura 1-9(c) hasta la figura 1-9(J), se muestran las resultantes de las
sumas de las dos ondas idénticas con valores cada vez mayores del dngulo de fase entre ellas.

Cuando las dos ondas idénticas estdn completamente fuera de fase, es decir, el 4ngulo de fase
estre las dos ondas es de 180 grados, la onda resultante es cero. En otras palabras, las dos ondas se
anulan mutuamente.

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

1.8.

Un movimiento armdnico simple est4 dado por la ecuacién x(f) = 10 sen (10t — 30°),
en donde x estd medido en metros, t en segundos, y el dngulo de fase en grados. En-
contrar: (a) la frecuencia y el periodo del movimiento, (b) el desplazamiento mé-
ximo, la velocidad y la aceleracién, (c) el desplazamiento, la velocidad y la aceleracién,
en t=0y t =1 segundos.
(a) 2(t) = 10sen (10¢—80°) = A,sen(wt—8)

Luego w = 10 rad /seg, f = o/2= = 1,6 ciclo/seg, ¥ p = 1/f = 0,63 seg.

(3) El desplazamiento es x(f) = 10 sen (10t — 30°). De modo que el desplazamiento méximo

es 10 m.
La velocidad es dwx/dt.= wAgcos (ot —6). Entonces la velocidad mdxima es 10(10) =
100 m /seg. i
La aceleracién es d2x/dt2 = —w2A,sen (wt— 6), por tanto, la aceleracién mdxima es
—102 (10) = —1000 m /seg?.
(¢) En t=0:
2(0) = 10sen (—30°) = 10(—0,5) = —b6m
2(0) = wdgcos(—30°) = 10(10)(0,866) = 86,6 m/seg
Z(0) = —w?d,sen(—80°) = —(10)2(10)(~0,5) = 500 m/seg?
Ent=1:
#(1) = 10sen (10— 30°) = 10sen (570° —30°) = 10sen180° = 0
#(1) = 10(10) cos180° = —100 m/seg
#(1) = —(10)2(10) sen180° = 0

VIBRACION LIBRE

1.9.

Determinar la ecuacién diferencial del movimiento y la frecuencia natural de la vi-
bracién del sistema masa-resorte con un grado de libertad, que se muestra en la fi-
gura 1-10. '

Aplicamos la ley de Newton del movimiento, £ F = ma.
Para ¢l movimiento vertical, las fuerzas que actian sobre la masa
son la fuerza de resorte k(85 +%) y el peso mg de la masa.
Entonces la ecuacién diferencial del movimiento es

mx = —k(8y -+ x) + mg

donde 84 es la desviacién (deflexién) estdtica debida al peso
de la masa que actiia sobre el resorte. Entonces mg = 84k, v la

ecuacién del movimiento se convierte en k
m%+ ke = 0

la cual es la ecuacién diferencial del MAS (movimiento armé-
nico simple). Las formas generales de la solucién para esta ecua- e k(8g + =)
cién son ) .

x(t) = AsenVkfmt+ BceosVkimt - !

i A

x(t) = Csen(VEk/mt+ ¢) i3 o

2(t) = D cos (VEImt— 6) b l
donde A, B, C, D, ¢ y 6 son constantes arbitrarias que dependen mg

de las condiciones iniciales x(0) ¥ #(0). En cada una de las so-
luciones generales deben aparecer dos constantes, por cuanto
esta es una ecuacién diferencial de segundc orden. Fig.1-10

—
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Para un desplazamiento inicial de x(0) = %y y velocidad inicial cero %(0) = 0, tenemos 4 —
0, B = xp, y entonces

z(t) = =zgcosVkimi

Fisicamente, la solucién representa una vibracién libre sin amortiguamiento y se completa un ciclo
cuando Vk/mt varia 360 grados. Entonces, el periodo P y la frecuencia natural f, son

2
e

donde w, = Vk/m rad/seg es la frecuencia natural angular del sistema.

ANVANVANS
/AAVERVARV

Fig.1-11  Vibracién libre sin amortiguamiento

k
P = eg y f,=1/P = 2:m ciclos /seg

En la figura 1-12 se muestra un sistema general masa-resorte con un grado de libertad
¥ con amortiguamiento. Investigar su movimiento general.
Empleando la ley de Newton sobre el movimientoS F = ma,
mi¥ = —ck—kr o miterthky =0

en donde % es la constante del resorte, m la masa, v ¢ el coeficiente
de amortiguamiento.

No podemos pensar en soluciones seno o coseno, por la pre-
sencia del término ci. Supongamos que z = e™t; entonces z = re't,

3

% = r2%t. Sustituyendo estos valores en la ecuacién diferencial del
movimiento, obtenemos:

mriet +erett + ket = 0 o mrlter+k = 0

Los dos valores de r que satisfacen la anterior ecuacién son: Fig.1-12

—¢ * Ve —dmk
T, ¥y = e (_f * sz—l)mn

2m

en donde w, =Vk/m, y ¢ =c¢/2mw, se llama factor de amortiguamiento. De esta forma el re-
sultado de la ecuacién de movimiento es
®(t) = Ae"' + Be"at

en donde A y B son constantes arbitrarias determinadas por las dos condiciones iniciales impuestas
al sistema.

Como quiera que los valores de r dependen de la magnitud de Y, obtenemos los tres casos
siguientes de vibracién libre con amortiguamiento:

Caso 1: Si t es mayor que la unidad, los valores de r son reales y distintos; la amplitud
de x es decreciente pero nunca cambiard de gigno. Por este motivo no es posible un movimiento os-
cilatorio del sistema, cualesquiera que sean las condiciones iniciales. Este es el caso de sobreamor-
tiguamiento, donde

x(t) = Ae—7it + Be—mt

Caso 2:  8i ¢ es igual a la unidad, los valores de r son reales y negativos, y son iguales a
—wp. El movimiento del sistema es nuevamente no-oscilatorio, ¥ su amplitud se reducird eventual-
mente a cero. Este es el caso de amortiguamiento critico, donde

z(t) = (C+ Dt)e—wat
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1 Caso 3: Si ¢ es menor que la unidad, los valores de r son conjugados complejos:
7 = en(—¢HIV1I—{2), 13 = (- ivVi—¢)

1—t2w, como la frecuencia natural amortiguada en rad /seg, tenemos:

£ Y si definimos wg =

L' r = —fwﬂ + ‘imd, Yo = "f(dﬂ_ = 'iwd
: y () = e—teat (Feivdt + Feioat)
I O sea, w(t) = e~%wat[(E + F) cos gt + {E — F)sen wgt)

Llamando E + F = G e i(E — F) = H, obtenemos finalmente,
w(t) = e~tont(G coswgt + Hsen wgt)

Como se demostré anteriormente, es posible combinar una funcién seno y una funcién coseno
i+ de la misma frecuencia en una funcién vnica seno o coseno sencilla, en la forma
iy z(t) = Ie~tontsen (wgt + 6)

x(t) = Ie—tent cos (wgt— ¢)

en donde I=V@+H2, ¢=tan—Y(G/H), ¢ = tan~Y(H/G).

El movimiento es oscilatorio con frecuencia angular wg. La amplitud del movimiento decre-
cerd exponencialmente con el tiempo a causa del término e—%ent, que se conoce con el nombre de
Ji factor de decaimiento. Esta es una vibracién subamortiguada. (Ver figura 1-13.)

A partir de esto podemos concluir que el movimiento de un sistema dindmico con amortigua-

miento y con vibracién libre, depende de la cantidad de amortiguamiento existente en el sistema.’
i E] movimiento resultante sélo serd periédico si la cantidad de amortiguamiento existente es menor
iy M, de la critica, y entonces el sistema oscila con frecuencia angular ligeramente menor que la frecuencia
natural libre del sistema.

x

criticamente amortiguado _gobreamortiguado

i s .
0 \/ Nt

— subamortiguado

Fig.1-13. Vibracién libre con amortiguamiento
VIBRACION FORZADA

1.11. Investigar el movimiento " general del sistema masa-
resorte con amortiguamiento accionado por una fuerza
sinusoidal F, cos wt, como se muestra en la figura 1-14.

Empleando la ley de Newton sobre el movimiento,
mx = la suma de fuerzas en la direccién x

= —k(x+ 8g) + mg — e + Fycoswt

Pero kg = myg, el peso de la masa; a partir de esto, la ecua-
cién del movimiento toma su forma mds general

Fycoswt

mu+ et 4+ kx = Fgycoset

La solucién general de esta ecuacién diferencial se segundo or-
den con coeficientes constantes es,

T = T it Tp Fig. 1-14
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en donde x, se llama solucién complementaria, o solucién de Ia -ecuacidn homogénea, m ¥ + cx +
kx = 0; xp es la solucién particular de la ecuacién dada.
La solucién complementaria, que se conoce con el nombre de vibracién libre, ya ha sido resuelta

en el problema 1-10. La solucién particular, obtenida de la parte no homogénea Fy cos wt, de la ecua-
cién diferencial del movimiento es

z,(t) = Asenwt + B coswt
y asi #,(t) = wA coswt — wBsenwt
%) = —w?Asenwt — o?B cos ot

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién del movimiento, obtenemos
(kA —mAw? — coB)senwt + (kB — mBw? + cwd) coswt = Fy cos ot
Igualando coeficientes,
(k—mw)A — ewB = 0, cwd + (k—me?)B = F,
Fyoc Folk —ma?)

de la cual A:m)—z: B:(k_—m

L - Fyue Folk —mo?) ;
uego xp(t) = m senwt + m coS @

Podriamos combinar estas dos funciones sinusoidales de la misma frecuencia, bien por medio
de vectores rotatorios o bien utilizando las identidades trigonométricas, para obtener

Fy
z,(t) = cos (wf — ¢)
V(k — mo?)? + (cw)?
: Folk
) xp(t) = P L LA cos (wt— ¢)
’ V(1 —79)2 + (2tr)?
en donde 7 =w/o,, o, =Vk/m, y ¢=tan—1 k—c—wfm;ﬂ = tan-l1 2_ﬁ;2 ;

P I
f=0lly=0

"lnl lugar geométrico de los médximos
i
l
: /
|

o\

\
/ \
/ ,’ $3\ 0<t<ta<ly
/ {» \
Lz i \
1,0=—=

i \
f\
I Tz

Fig.1-15

)

De aqui se puede concluir que la solucién particular x,(£), conocida con el nombre respuesta
del estado estable o vibracidn forzada, tiene la misma frecuencia que la fuerza excitante, independiente-
mente de las condiciones iniciales. La amplitud de la vibracién forzada depende de la amplitud y de
la frecuencia de la fuerza excitante, y de los pardmetros de los sistemas. En caso de resonancia, o
sea, cuando la frecuencia de la fuerza es igual a la frecuencia natural, o sea, w/wy, = 1, la amplitud

O OOE Y
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de la vibracién forzada estd limitada tinicamente por el factor de amortiguamiento ¢, y en conse-
cuencia, de ]a cantidad de amortiguamiento presente. Entonces, se debe evitar siempre el estado
de resonancia. Finalmente, la respuesta del estado estable del sistema no estd en fase con la fuerza
excitante; existe la diferencia de fase ¢ debida a la presencia de la amortiguacién en el sistema. Sin
amortiguamiento, la respuesta del estado estable estd, bien en fase, o bien, 180° fuera de fase, con
respecto a la fuerza excitante. Véanse las figuras 1-15 a 1-19.

N\ /\/\,\/\/\/\At

Fig.

ISRV

1-16. Vibracién forzada con amortiguamiento (2f, = 8f)

TN A

X

Wy

Fig.1-17. Vibracién forzada sin amortiguamiento (fn = 6,287)

Fig.1-18. Vibracién forzada con amortiguamiento (f, = 6,28 f)

0

AN AA)

Fig.1-19. Vibraciones libre y forzada (f, = 6,28 f)

ENERGIA DE VIBRACION

1.12, Determinar la potencia

necesaria para prueba de vibracién y para anélisis de vibracién.

En la prueba de vibracidn, tenemos vibracién forzada. El trabajo realizado es el producto de
la excitacién y el desplazamiento, mientras que la potencia requerida es la tasa de trabajo efectua-
do. Hagamos F = Fycoswt y x = A cos (ot — ¢); entonces el trabajo realizado es

f Fdx = f Fy cos wt[—A sen (ot — ¢) d(wt)]
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y el trabajo realizado por ciclo de movimiento es

2T
W = —-F,4 f cos wi sen (vt — ¢) d{wt)
0

cuando el dngulo wf pasa por un ciclo de 2x. Teniendo en cuenta que sen (wf — ¢) = sen wtcos ¢ —
cos wt sen ¢, el trabajo realizado por ciclo de movimiento se convierte en

21 27
W = FyAseng f cos? wt d(wt) — FyA cos ¢ f cos wisenwt d(wt)
0 0

27 2 2r
= FyAseng [%t- + L2 fm’] — FyA cos ¢ [5——en2 mt:‘
0 0

_ ot | sen 2wt |27 1 cosfut |*™
7— FOAsenqb[?-i-TJO F A cns¢[Z—T ’
= nAF;seng

Si F=Fysenut y =z =A sen(wt—g), entonces tenemos que el trabajo realizado es

W = fF'dw = fF%dt = me'dt

La expresién del trabajo realizado en un ciclo de movimiento se torna entonces en

2m/w 2r/w . A
: W = f Fysenwt[wd cos (wt — ¢) dt] = .;( FyAwsen wt cos (wt — o) dt
0 0

Teniendo en cuenta que cos (wt — ¢) = cos ot cos ¢ 1 senwt seng,

27/

2m/w
W = f wAF, senat cos ot cos ¢ dt + f wAFsen ¢gsen? ot dt
0 0

<

Como se demostré anteriormente, la expresién anterior puede reducirse a

i

_ sen? ot t  senZ2ot \]¥©
W = [AFOm cos:;s—z— + AF,wseng (2 i )]0
! _ 1 cos 2ut t sen2at\ |9
¢ = [AFUm cos ¢ (Zc; T) + AFjwsen¢ (2 = )]0
n.!*.’

= zAF;sen¢

% De esta forma, la potencia requerida es proporcional a la amplitud Fy de la fuerza excitante,
como también a la amplitud A del desplazamiento. Cuando no existe amortiguamiento en el siste-
ma, el trabajo realizado por la fuerza impulsora es cero, ya que ¢ = 0° o 180°. En resonancia,
la energia se consume para aumentar la amplitud de la vibracién; y en este caso, ¢ = 90°.

G

1.13. La respuesta del estado estable de un sistema dindmico simple a una excitacién si-

& : - :
" nusoidal 10 sen 0,1xt newton es 0,1 sen (0,1xt — 30°) metros. Determinar el trabajo
£ realizado por la fuerza excitante en (@) un minuto, y en (b) un segundo.
" (@) Segiin el problema 1.12, el trabajo realizado en un ciclo por la fuerza excitante estd dado por
h 2 e

; W = f Pl = fFa‘cdt = sAF,sens
.g’( 0 0

% en donde Fy = 10 newtons es la amplitud de la fuerza excitante, 4 = 0,1 m es la ampli-
5 tud de la respuesta del estado estable, ¥y ¢ = 30° es el dngulo de fase. Por lo tanto, el trabajo

realizado por la fuerza excitante es W = 3,14(0,1)(10) (0,5) = 1,57 julios/ciclo. La frecuencia
angular es 0,1x rad /seg, y el periodo P = 1/f = 20 seg. En un minuto, la fuerza excitante

completard tres ciclos. Entonces el trabajo hecho por la fuerza excitante, en un minuto, es
4,71 julios.

Y

20
(d) El trabajo realizado porcicloes W = Fz dt. Entonces el trabajo realizado en un segun-
do es 0

1
W = f (10 sen0,17¢)(0,017) cos (0,1xt — 80°) dt = 0,05 julios
0

B

-
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1.14. Probar que la energia cinética media y la energia potencial media, de un sistema vi-
bratorio no disipativo, son iguales.

Para la vibracién libre sin amortiguamiento, se asume que el movimiento es arménico, y estd
dado por
z(t) = Asenw,t

La energia cinética EC = {md? = %m(wﬁAz cos? w,t) = 1kA2 cos? o,t, donde wﬁ = kfm.

La energia potencial EP = lka? = JkA2?sen?w,tl.

P &
EC)md = i ( (AkAZcostat)dt = 1kA?
3 0

P
EP)ma = %fo (jhAZsentut) dt = 1kA?

1.15. Una cuerda uniforme fija en ambos extremos se desplaza una distancia k en el centro,
y luego se deja libre, como se ve en la figura 1-20. Encontrar la energia de la vibra-
cidn trasversal de la cuerda.

Fig. 1-20

La vibracién trasversal libre de una cuerda uniforme se puede expresar como

= i % ira
ylx, t) = i=1122‘...AisenL cos(Tt—}—ai)
en donde A; es la amplitud del movimiento y 6; es el 4ngulo de fase. (Véase el problema 1.17.) Entonces
L 2 2 & ;
. pLE™T i e
= 2 = 242 3 s s :
EC %pou 42 de 1L i=1,22“”1..4 sen(L)H—ﬂl)
L 2 @ »
- 3% - S 242 oos? [ T
EP = %SJ; [E)sz de = 4Li=1,22,.., PAG cos? | -t + 6
ﬂ'2032 =)
o : EC+EP = il S 24?2
4L =173,...

en donde S es la tensién de la cuerda, oL es la masa por unidad de longitud de la cuerda, y & = v/ S/pr
-es la velocidad de propagacién de la onda. '

& P ¥ 2hx/L, 0=gx=1L/2
De las condiciones iniciales ¢(x,0) =0 v v(x,0) = oh(l—w/L), 2=z =L obtenemos
Af = 64h%/i272. La expresién para la energia de la vibracidén trasversal de la cuerda se convierte
i EC + EP = 160.a?h?/z2%2L, i = 1,3,...
Llamemos a la energia total, asociada con el modo fundamental de vibracidn, Ej, o sea

E, = 16p,02h?/Ls?

Entonces las energias asociadas con el primer armdnico, segundo armdénico, tercer arménico, . ..son °

respectivamente
E3 = EI/Q, Es = E1/25, E'[ = E1/49,

De esta manera la mayor parte de la energia de la vibracién estd asociada con los modos normales
del orden inferior. La calidad de un tono estd regida por la cantidad de energia en cada uno de los
modos de vibracién. Aunque la frecuencia fundamental puede ser la misma, la distribucién de ener-
gia en los arménicos, caracteriza cada instrumento musical.
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VIBRACION DE LAS CUERDAS

1.16. Investigar la vibracién trasversal de una cuerda extendida, de longitud L en un pla-
no, suponiendo que la tensién S de la cuerda permanece constante.

0

Fig. 1-21

En general, se puede suponer que la cuerda flexible no ofrece resistencia a la flexién ni a la ci-
zalladura, y que su tensidn es constante cuando se trata de desplazamientos pequefios.

La ecuacién diferencial de movimiento de un elemento infinitesimal de la cuerda, como se
muestra en la figura 1-21, se puede escribir como sigue

e U A R 1 o e AR

2F = my
; Py _
0%, (pLAw)W = —Ssenf + Ssene

en donde oL es la masa por unidad de longitud de la cuerda, y S es la tensién en la cuerda. Las deri-
vadas parciales deben utilizarse ya que existen 2 variables independientes, x y t

3 Pero | 3% = tan g, [ﬂ} = tane. Y para desplazamientos pequefios, sen « =
0% |4 o 0% |2 = ryag
3 tan a y sen § = tan@. Y como quiera que
a2y dy oy
Y - _g|8%¥ 5L
(z 82) 723 S[ax - + 83 T
2y (S/eD)[(09/9%), 1z — (2u/35),)
= e T Az
#y . By
: a2 pr 02

L lo que generalmente se conoce con el nombre de la ecuacién de onda unidimensional, y ordinaria-
mente se escribe

4 ' a? &y
a2 ax2
il
= remplazando VS/p;, por la constante a.
by La solucidn de esta ecuacién de onda se puede encontrar por el método de “separacidn de va-
4 riables”. Como quiera que y es una funcidn de x ¥ £, se puede representar como

Yz, t) = X(z)+ T(®)

5 @X 9y _ L &@T
REEs a:g =i =T
d2T X
! y la ecuacién de onda se torna en X o EET—dmz
' ; @T/d? _ , d2X/du?
Separando las variables, S nallol aan on



20

1.17.

VIBRACIONES Y ONDAS [CAP. 1

Como X y T son independientes una de otra, la expresién anterior debe ser igual a cierta cons- |
tante. Esta constante es —p2. Entonces esto nos conduce a dos ecuaciones diferenciales ordinarias,

%4‘?27' =0 y %i—f—+%:— =0 - {,
v la solucién es : !
ylz, t) = (A sen%ﬁ + B cos%x-) (Csenpt + D cos pt) (
Con ambos extremos de la cuerda fijos, las condiciones de frontera son (
¥(0,t) = 0 1 ¢

y(L,t) =0 @

De la condicién (1),
0 = B(Csenpt+ D cos pt) o B=0

y de la condicién (2),
0 = (AsenpL/a)(Csen pt+ D cos pt)

Ya que A no siempre serd igual acero, sen pL/a debe ser igual a cero. Entonces la ecuacién de la

frecuencia es (

senpL/fa = 0
y las frecuencias naturales de la cuerda estdn dadas por

p; = wa/L  donde 1=1,2,8,...
Es claro que existe un nidmero infinito de frecuencias naturales; esto estd de acuerdo con el

hecho de que todos los sistemas continuos estdn compuestos de un nimero infinito de particulas
de masa.

Para esta configuracién particular de la cuerda vibrante, o sea, con ambos extremos fijos, la
funcién normal X(x) estd dada por

X(x) = senizz/L
y y(x,t) = (Asenpx/a)(Csenpt + D cos pt)

En general, la expresién de la cuerda vibrante estd dada por

b8

¥z, t) = (Sén uIrJ_a;> (C;senp;t + D; cos p;t)

i=1,

ho|

RN

en la cual, el principio de superposicién se ha utilizado para representar los distintos modos natu-
rales de vibracién de la cuerda. C; y D; son constantes arbitrarias que deben evaluarse por las
condiciones iniciales del sistema.

Una cuerda uniforme, de longitud L
y tensién inicial alta, se desplaza ri-
gidamente A unidades del centro y se
deja libre, como se muestra en la fi-
gura 1-22. Encontrar sus desplaza-
mientos subsecuentes.

La expresién general de la vibracién

ilb;: e;ie una cuerda fija en ambos extre- Fig. 1-22
& ;
ylz,t) = 1E2 (sen %) (A; senp;t + B, cos p;t)
1= 1l,4 ...
Las condiciones iniciales son: :
2hx/L, 0=x=1L/2
y(z,0) = 0, z,0) =
vz, 0) V0 = \amt-wim), Liz=s=L
las cuales equivalen a:
s ire N . ire
0) = B; ¥ z0) = A;p; ¥
y@0 = 3 Bseny ¥0 = 3 AmpsenT
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1.18.

1.19,

En consecuencia, 4; =0, y,

i 5 i 2hx/L, 0=x=L/2
=B, UL T \enl-w), Li=s=r

Multiplicando ambos lados de la ecuacidén anterior por sen inx/L, e integrdndolos entre los
limites x =0 y x = L, obtenemos

fL B'Sen"&r—xseniﬂ—mdsc = Lizg@senﬁr—m de + ’ 2h (1% seni’r—xdx
5 0 b L - L L 3 L L
0 /2
L/2 . L .
2 LBz = = f @ sen 22 dy + f (L —2) sen¥Z 4y
. L1J, L L/2 L
y asi _ it 8h o
B = (-1« ”’2@ donde i=1,3,...
Las frecuencias naturales estdn dadas por
_ ira _ 7a _ 37a _ bra
BEY B BSEm ST mEas
Entonces la expresién del desplazamiento de la cuerda es
= 5 8h irx e
= —1)i—-1)2 | =2 — Ll
y(z, ?) 1'=1.E3.... (=1} [f2r2:| sen~7— cos 7~

en donde o = VS/p; es la velocidad de propagacién de la onda, S es la tensién en la cuerda, y or,
es la densidad por unidad de longitud de la cuerda.

fora b,

Una cuerda flexible, de 0,99 m de longitud y masa 0,001 kg, se extiende con una ten-
sién de S newtons. Si la cuerda vibra en tres segmentos con una frecuencia de 500
ciclos /seg, encontrar la tensién desconocida S.

It

Si la cuerda vibra en 3 segmentos, la longitud de onda es A = 2L /3

2(0,99) /3 = 0,66 m,
¥ la velocidad de propagacién de la onda trasversal es a — M = 0,66(500)

330 m /seg.

Ahora a? = §/¢r, en donde oL es la masa de la cuerda por unidad de longitud, entonces,

‘S = a%; = (830)2(0,001/0,99) = 110 newtons

Una cuerda uniforme, de longitud L y fija en ambos extremos, se deja libre con velo-
cidad inicial cero desde la posicién de desplazamiento como se ve en la figura 1-23 (a).
Utilizando el método de desplazamiento de onda, hacer el bosquejo de la forma de

la cuerda a intervalos de tiempo de L /8a, durante medio ciclo de movimiento de la
cuerda,

Como se muestra en las figuras siguientes, las lineas continuas representan la forma real de
la cuerds, y las lineas punteadas las ondas que se propagan en direcciones opuestas. Considerando
cualquier momento, la forma de la cuerda es la configuracién resultante de las ondas en movimiento.

La forma de la onda en movimiento estd determinada por el desplazamiento inicial de la cuer-
da. Aqui, como se muestra en la figura 1-23(b), es la forma de un tridngulo de altura A/2. La con-
figuracién inicial de la cuerda estd formada por dos ondas en movimiento, idénticas en la parte
superior de cada una de ellas, pero moviéndose en direcciones opuestas.

Al terminar el primer intervalo de tiempo L/8a (en donde a es la velocidad de las ondas en
movimiento), las ondas en movimiento han recorrido una distancia de L/8, una hacia la derecha y
la otra hacia la izquierda. La configuracién de Ja cuerda en este momento es la resultante de las dos
ondas en movimiento, y esto se demuestra en la figura 1-23(c).
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'.:->
Vo

o Sin embargo, la representacién de la onda en movimiento, correspondiente a la vibracién tras-
versal de una cuerda, es muy complicada si la velocidad inicial no es igual a cero.

N (a)
N
| -f-—}\
i t=0 - | - (®)
i
£ - Sy
Bl .
t=L/8a = ~= T )
e —a
t=L/da : (d)
P —a
L — = \\ / el
t=3L/8a e e (e)
a— ,,..'_"'
t=L/2a s o (0
t=5L/80  |e——= ~—] e (@)
M — / \ —
Ll R
9 ~ _ Q)
i ¢=1L/80 m— i
h: — o
l . :
it ' t=Lla =] === - 0
!_f‘.-,fi _'\“-7
iy Fig.1-23
r . Cuando las ondas alcanzan los extremos fijos de la cuerda, como se muestra en la figura 1-23(e),
14 se reflejan y cambian de signo. Después de esto, las ondas contindan moviéndose como se muestra
i | en el resto de las figuras. Este procedimiento continda durante el resto del ciclo. Al final del ciclo,
",:If i o sea, cuando t = 2L /a, el ciclo se repite. Cuando no existe amortiguamiento, este procedimiento
bl continia indefinidamente y tanto las amplitudes como las formas de las ondas permanecen iguales.
1
il

bl 1.20. Estudiar el movimiento ondulatorio y la trasmisién de energia en la vibracién tras-
versal de una cuerda compuesta, como se muestra en la figura 1-24.
Para tener en cuenta el cambio de fase y

el cambio en la densidad de masa de la cuerda,
utilizaremos la exponencial compleja para re-

presentar las ondas progresivas axmdnicas de S\
la cuerda: *'—”§<1
. : ;\‘-
_ o(t—zx/ay) iw(t+z/a;)
yilz, t) = Aé 17 + Be v (1) v — 1,

yala, ) = Co¥t=a/en @ |
Yo S

En donde a; =V5S/(pr);, a3 = VS/(pr)e; S es

la tensién en la cuerda, y oz es 1a masa por
unidad de longitud de la cuerda. En el miem-

.

s

==
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bro de la derecha de la ecuacién (Z), el primer término se refiere 4 la onda incidente que se mueve
en la direccién positiva de %, con velocidad ay, el segundo término se refiere a la onda reflejada que
viaja en la direccién negativa de x con velocidad ay; ys(x,f) representa la onda en movimiento tras-
mitida en la direccién positiva de x, con velocidad as.

Tanto los desplazamientos como las fuerzas dadas por las dos expresiones y; y 3, deben ser
las mismas en la unién de la cuerda, o sea:

(W)p=o = (¥2)z=0 (€))
S(6yy/o),=0 = S(ayy/an)y—y - )]
Sustituyendo las ecuaciones (1) ¥y (2) en (3) y (4), respectivamente, obtenemos
A+B =(C ®)
. (A—B)lay = Cla, ()]
Resolviendo las ecuaciones (5) y (6) simultdneamente, se tiene
B _ o —a Cc _  2q
A a; + a, ¥ A o +a,

Tomando a; = VS8/(py), ¥y ay= V5/(pr)s, en la anterior ecuacién, se convierte en

B Vi — Vi, .A ”
A Vo) + Vieps )

c 2V{pL)

V(oL + Viep)s

Si (eL)2 es muy grande (en caso de extremo fijo, (pr)2 = =), la ecuacién (7) da
B/A = —1

La onda reflejada B es igual a la onda incidente A, pero con signo contrario. Esto significa reflexién
con inversién.

@

Si (orh = (pr)s (caso de una cuerda uniforme) de la ecuacién (8) resulta,
i C/A =1
La onda trasmitida C es exactamente igual a la onda incidente A.
Si (e1)2 > (L)1 (caso de una cuerda no uniforme), de la ecuacién (8) resulta
C < 4
La amplitud de la onda trasmitida C es menor que la amplitud de la onda incidente A.
Si (pr)2 es muy pequefia (en caso de extremo libre, (er)s = 0), de la ecuacién (7) resulta
B =4
La onda reflejada es exactamente la misma que la onda incidente A.

La energia por unidad de longitud de la cuerda para cada una de las tres ondas diferentes estd

Haga of energia incidente = (oy);4202
i” energia reflejada = (o) B%?
% energia trasmitida = (p szcauz
”, Por el principio de la conservacién de la energia, podemos decir que la energia que llega en la uni-

dad de tiempo a la unién debe ser igual a la energia que sale de la unién en el misme tiempo. Asi:
Flor)1 A%y = Fop) B2Pa; + L(or)sCo%2a,
) ZA? = Z B2 + Z,C2 ’ [€))

en donde Z = (pr)a se denomina impedancia mecdnica.

b 098

De las ecuaciones (6) y (9), obtenemos

energia reflejada (2 — Z,)? energia trasmitida  4Z,Z,
energia incidente ~ (2, + Z,)?’ energia incidente T (2,+ 2y

A fin de obtener la mdxima trasmisién de energia las dos impedancias deben ser iguales. En otras
palabras, cuando Z; = Zz, no hay energia reflejada, y la energia trasmitida es igual a la energia
incidente.
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VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS

1.21.

1.22.

Deducir la ecuacién diferencial del movimiento de barras uniformes que vibran lon-
gitudinalmente, y estudiar la solucién general.

I—-—-—f S —t-S+aS

yi"*'__”—“! l“—‘dm 7 —-ldm“— o

Fig.1-25

Sea u el desplazamiento de una seccién trasversal dx de la barra, como se muestra en la figura
1-25. Entonces, la deformacién e, en cualquier punto x es
_
= T

Para una barra eldstica, el esfuerzo es o, = Ye,, en donde Y es el médulo de elasticidad. De esta
forma, la fuerza de tensién en x es

du
s = L% a4 = vAd k |
9 «
y la fuerza de inercia es pA dx %ti;_' en donde ¢ es la densidad de la barra, y A es el drea de la sec-

cién trasversal de la barra. Equilibrando las dos fuerzas, tenemos,

oS, o #u o
S+§Eda: = S+pAat2d:v [ = = aiy )

en donde a =1\Y/p es la velocidad de propagacién de la onda.

Para la solucién de esta ecuacién diferencial parcial del movimiento de la vibracién longitu-
dinal de la barra, busquemos una solucién de la forma u(x,f) = X(x)T(¢). Sustituyendo esta ex-
presién en la ecuacién (I) resulta

d2X/dx? d2T/dt2
2 =
LE T @

Puesto que el miembro izquierdo de la ecuacién (2) es sélo una funcién de x, y el miembro derecho
de la misma ecuacién es sélo una funcién de ¢, cada miembro debe ser igual a una constante. Lla-
memos esta constante —p2. Esto conducird a dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

d2T/dt? + p2T = 0 y d2X/dx? + (p/a)2X = 0
cuyas soluciones son:

T(t) = A cospt + Bsenpt, X(x) = C cos(p/a)x + Dsen (p/a)w
en donde A, B, C y D son constantes arbitrarias. =

Como X (x) es una funcién de x tnicamente y determina la forma del modo normal de la vi-
bracién en consideracién, se le denomina funcién normal. De esta manera la solucién general es

o0

ule, t) = S (A;cospit + Bisenpit)(c,; cos%x + D; sen%w) €))

i=1,2,,..
en donde A; y B; son constantes arbitrarias que deben ser determinadas por las condiciones de fron-
tera, C; y D; son constantes arbitrarias que deben ser determinadas por las condiciones iniciales,
y pi son las frecuencias naturales del sistema.

Determinar la vibracién longitudinal libre de una barra uniforme, de longitud L, fija
en ambos extremos.

Para la vibracién longitudinal de la barra, la solucién general estd dada por la ecuacién (3)
del problema 1.21.
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Los desplazamientos de esta barra en sus extremos son iguales a cero, esto es, las condiciones
de frontera son u(0, %) = u(L, t) = 0. Sustituyendo estas condiciones de frontera en la solucién
general, tenemos

u0,8) = (d;cospt + Bisenpit)C; = 0 o G, = 0
u(l,f) = (A;cospt + B;senpit)D;sen (p,L/e) = 0
o sen(pL/a)=0 y p,=ira/L, i= b2 S—
La vibracién libre es

- ;

e, t) = 1§' sen%(z‘i’{ cos p;t -+ B senp;t)
1=L32 ...

en donde A; ¥ B{ son constantes arbitrarias que deben ser determinadas por las condiciones ini-

ciales, y p; son las frecuencias naturales de vibracién de la barra.

Determinar la vibracign longitudinal libre de una barra uniforme, de longitud L libre
en ambos extremos.

‘ Para la vibracién longitudinal libre de la barra, la solucién general estd dada por la ecuacién
(3) del problema 1.21. ;

Las fuerzas en los extremos de esta barra durante la vibracién son iguales a cero, o sea, las
condiciones de frontera son au/ox =0 en x = 0 y en x = L. Sustituyendo estas condiciones de
frontera en la solucién general, obtenemos

7

Do,
2.9 %(Aicospit + Bisenpit) = 0 o D, =

dz i
du(L, t) p:C;  pL
= —-’Tsen—;—_(AL- cospt + B;senpit) = 0

o sen (p;Lia) =0, y p,= walL, i=1,2,....

La vibracién libre es
[=4)

u(x,f) = > cos%m; cosp;t + Bjsen p;t)
i=1,2

t=L4...

en donde A’i ¥y B{ son constantes arbitrarias determinadas por las condiciones iniciales ¥ pi son
las frecuencias naturales.

Obtener una expresién para la vibracién longitudinal libre de una barra uniforme,
de longitud L, con un extremo fijo ¥ con el otro libre.

Para la vibracién longitudinal libre de la barra, podemos utilizar la ecuacién (3) del proble-
ma 1.21.

La fuerza de tensién en el extremo libre de esta barra es igual a cero, mientras que el despla-
zamiento en el extremo fijo de la barra también es igual a 0, o sea, las condiciones de frontera son
(W)z=9 =0, (du/dx),—r = 0. Sustituyendo estas condiciones de frontera en la solucién general,
obtenemos

u(0,t) = CiA;cospt + Bysenpt) = 0 o Ci=10

D, i .
a—u%ﬁ = g:—b—’cosga—(Ai cos pit + Bysenp;t) = 0

o cos (piL/a) = 0, ya que D; no puede ser igual a cero. De aqui p; = iza /2L en donde i = 1, 3, ...

La vibracién libre es
o0

1
uz,t) = S senZZ (4] cospt + B]sen p)

i=13,... 2L
en donde A4} y B/ son constantes arbitrarias para ser determinadas por las condiciones iniciales,
¥ pi son las frecuencias naturales.
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1.25. Una barra de longitud L estd fija en un extremo y tiene una masa wttitls
concentrada M adherida al otro extremo como se muestra en la fi- Tw

gura 1.26. Derivar la ecuacidn de frecuencia para la vibracién lon-
gitudinal libre de esta barra.

Para la vibracién longitudinal libre de las barras, la solucién general estd M
dada por la ecuacién (3) del problema 1.21.

No existe desplazamiento en el extremo fijo de esta barra, y la fuerza Fig.1-26
dindmica en el extremo libre de esta barra es igual a la fuerza de inercia de la
masa concentrada M, o sea, las condiciones de frontera son

_ du =
(u):::=0 = 0: AY(ax>I=L N M(at2>z_:L

en donde A es la seccién trasversal de la barra v Y es el médulo de elasticidad de Young.
De la primera de estas condiciones de frontera tenemos
u{0,t) = CfA4;cospit+ Bjsenpit) = 0 o C; =0
vy de la segunda condicién de frontera tenemos,

AYp;, nL il nL  plL ApL
Ehaly = wimfl o IlwfD = BF < e

en donde a = \/‘ Y/p siendo ¢ la densidad de la barra.

Cuando Mubarra/M — «, o sea, cuando la masa M es peguefia comparada con la masa de la barra,
la ecuacién de frecuencia se convierte en cos (p;L/a) = 0. El sistema se convierte en el de una
barra con un extremo fijo v el otro libre. (Ver problema 1.24.)

Cuando M es grande, comparada con la masa de la barra, se puede demostrar que p, =

VAY/ML. Esto corresponde a la frecuencia natural de un sistema simple masa-resorte, de masa
M y una constante de resorte AY /L.

VIBRACION DE MEMBRANAS

1.26. Deducir la ecuacién diferencial del movimiento de la vibracién trasversal de mem-

branas uniformes e investigar su solucidn general.

v
¥
/ﬂ o

;‘G

S 1 !
| :

z o—
& dx

Fig.1-27

Imaginemos una membrana de 2 dimensiones, con una superficie completamente flexible y un
espesor uniforme extremadamente pequefio que no ofrece resistencia a la flexién o a la cizalladura.
Se supone que la tensién permanece constante en magnitud y uniforme en todas partes y en todas
direcciones, y la misma no se afecta por las pequefias deflexiones perpendiculares a la membrana.
En su posicién de reposo o equilibrio se supone que la membrana es una superficie plana, por ejem-
plo en el plano xz.

Consideremos el elemento diferencial dx dz de una membrana, como se muestra en la figura
1.27. Las fuerzas actuantes son las que resultan de la tensién uniforme S por unidad de longitud
de la arista del elemento debida a la deflexién de la membrana del plano en equilibrio xz.

Como en el caso de la cuerda flexible, la fuerza total de recuperacién es igual al producto de
la masa por la aceleraci6n, o sea, % F = my.
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La fuerza de recuperacién, como se muestra en la figura 1.27 es (— Ssen g + S sen «) dz. Para

desplazamientos pequefios, las inclinaciones son pequefias, sen § = tan f = [a—yil V sen ¢ =
=z

dx
tan « = [@] y la fuerza de restitucién es
0% |r=r+ds
e, W) - g,
S dz [(3:5 + szd:v> i = 8 722 O dz
2

En forma similar, la fuerza de restitucién a lo largo de las aristas dx es S Z—z%dx dz y la ecuacién
diferencial del movimiento estd dada por .

%y | 0%y — 2y

S(axz + azz) dedz = p, 52 dudz (1)

en donde p, es ]a masa por unidad de 4rea de la membrana. La ecuacidn de onda bidimensional es,
por lo tanto
3%y a2y _ 1 a%y

ot T ar T @am @
en donde o = V5/p, es la velocidad de propagacién de onda.

La solucién de esta ecuacién de onda bidimensional puede obtenerse por el método de la “se-
paracién de variables”. Como quiera que y es una funcién de %, z y i, se puede representar como

Yz, 2, 8) = X(z) Z(2) T(2) ' (3)
v @x oy _ &2z 2y &r
Entonces iy = ZT Tat = XT 22 e = XZ 7 @
Sustituyendo (4) en (3) nos da
07p BX o oyr P2 _ T
a?ZT ) + o2XT =l Xz FT (5)

el

it a?d?’X | a?d?Z _ 14T
Dividiendo (5) por XZT, X dnt + Zdr = T e

(6)

Debido a que X, Z, T, son independientes una de otra, y como el lado derecho de la ecuacién
(6) sélo contiene ¢, ambos lados de (6) deben ser iguales a cierta constante. Sea esta constante —p2.
Entonces esto nos conduce a las dos ecuaciones diferenciales siguientes:

% + 22T = 0 consolucién T(t) = Esenpt + F cospt 7
SEX, @R _ ., 1@ P _ 1z
Xdr zed - P Y XWETET ®

: Ahora cada lado de la ecuacién (8) sélo contiene una variable, y de esta manera ambos lados deben
8 ser iguales a alguna constante. Sea esta constante k2. Esto conduce a las dos ecuaciones diferencia-

. les ordinarias siguientes en x y en z,

4 e p2 2 d2Z 5

b —_— 4+ [ = = — + k2 =

¥ : da? (a? R =0 dz? “ . ©)

con soluciones

X(z) = Aseny(p¥ad) — ka + B cosV(p¥a?) — k2 x (10)

B

-

2

5 Z(z) = Csenkz + D coskz (11
E Entonces una solucién de la ecuacién de onda bidimensional estd dada por

& y(x,2,t) = (AsenV(p¥a2) — k2z + B cos V(p¥/a?) — k2x)(Csenkz + D cos kz)(E sen pt + F cos pt)

3 La solucién general es la suma de un ndmero arbitrario de tales soluciones, o sea:

y(x,z,t) = § (4; sen/ (p2/a?) — k2x

i=1L2,...

+ B; cosy/ (p?/a,z) - k% 2)(C;sen k;z + D; cos k;z)(E; senp;t + F; cos pit)  (12)

en donde Ay, B;, C;, D; son constantes arbitrarias para determinar por las condiciones de frontera,
» E; y F; son constantes arbitrarias para ser determinadas por las condiciones iniciales; y p; son
: las frecuencias naturales.

[
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1.27. Una membrana rectangular uniforme estd rigidamente sujeta en todos sus extremos,
como se muestra en la figura 1-28. Determinar la ecuacién general para la vibracién
trasversal libre de la membrana.

O pprlrseestsssesssettts, i

AN NN

NN
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£
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|
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Y

Fig.1-28

La ecuacién de onda bidimensional de la vibracién trasversal libre de una membrana uni-
forme es

po L32% 822 at2

con una solucién general dada por
ylz,2,t) = (A senV(p¥a2) —k2x + B cosV(p?/a?) — k2 %)(Csenkz + D cos kz)(E sen pt + F cos pt)
en donde o = V/S/p, es la velocidad de propagacién de la onda.

Las cuatro condiciones de frontera son
(1) ’_!4'(0, Z, t) = O; (2) y(Llr z, t) = 0: (3) y(xn 0! t) = 0! (4) y(ﬂ:) LE: t) =0

o sea, no hay desplazamiento en los lados.

De la condicién de frontera (I) se obtiene

4(0,2,¢8) = B(Csenkz 4+ D coskz)(Esenpt + F cospt) = 0 0

3
1l
o

De la condicién de frontera (2) se obtiene
y(Ly,2,t) = Asen(p%a2) — k2 L,(C senkz + D cos kz)(E sen pt + F cos pt) = 0
o senV(p%a®) — k2L, = 0,0 sea V(p¥a®) — k2 =mr/L,=v, m=0,1,2, ...
De la condicién de frontera (3) se obtiene
y(x,0,¢) = A senyx(Esenpt+ Feospt)D = 0 o D =0

" De la condicién de frontera 4),

yl(x, Ly, t) = Asenyz(CsenkLy,)(Esenpt+ Fcospt) = 0 o senkLy = 0

oseak =nr/Ly, n=0,1,2,.... Asi p?= az(m211'2/L? +5) o pp,= (cm—/Lle)\/Lfnz + Li’m’,
m=12..., n=1,2, ..., vy la solucién de la ecuacién general se convierte en
y(x,z,t) = A senyx(C senke)(E senpt + F' cos pt)

Combinando las constantes en ACE = M y ACF = N. Como quiera que existen multiples
soluciones posibles, la solucién més general serd la superposicién de todas las soluciones posibles

o) -]
ylx,z,8) = > S senyn,x senk,z(M,, senp,t + N, cos pp,t)
m=52 .= ..

en donde Mm, = AnCnEmn, Now = AnCnFmp, ¥ tm Bn ¥ Pmn ya estdn definidas anterior-
mente.

La figura 1-29 muestra m4s adelante los modos de vibracién de una membrana rectangular
fija en todos los extremos. Las dreas sombreadas y las no sombreadas estdn en fase opuesta.
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Fig.1-29. Modos de vibracidn de una membrana rectangular fija en sus extremos

1.28. Una membrana circular uniforme de radio d, estd rigidamente fija en su circunferen-

cia, como se muestra en la figura 1-30. Determinar la solucién general para la vibra-
cién trasversal libre de la membrana.

La ecuacién bidimensional de la onda en coordenadas
cartesianas de la vibracién trasversal libre de una membrana

uniforme es
Py . 0% 9y
e <Bx2 6‘22> dt2 (1)

en donde @ = VS/p, es la velocidad de propagacién de onda,

S es la tensién, v o, es la densidad por unidad de drea de la
membrana. Para la frontera circular, la ecuacién (1) se puede
trasformar en coordenadas polares

B e

Py . lay 1oy _ 19y
M T iRt e T o @

utilizando las ecuaciones de trasformacign
X = rcosd, z = rsend Fig.1-30

Debido a la simetria de Ia membrana circular con respecto a su centro geométrico ay/ap = 0,
¥ entonces la ecuacidn (2) se convierte en
o, loy _ 1ay a2
ar? T or a? ot2
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Puesto que y es una funcién de r y t, el método de “separacién de variables” conduce a la so-
lucién de la siguiente forma

y(r,t) = R) T(Y)

" . (@R , 1dR 1 BT :
(&R | 1dR 18T 4
v la ecuacién (3) se convierte en 7 (drz p d'r> T 2 @

Como quiera que cada lado de (¢) sélo contiene una variable independiente, ambos lados de-
ben ser iguales a la misma constante. Llamemos esta constante —pg. Entonces tenemos

2
%—g--f-pQT = 0 con solucién T(t) = Csenpt+ Dcos pt )
@R | 1dR | pop _ 2 = p2/g?
v dr2+'rdr,+'8R = 0 en donde g% = p?fu
dZR dR !
g GIv alv 282p =
o 'rdr2+rd'r+rﬁR 0 (6)

Utilizando la trasformacién y = rg, se puede escribir la ecuacién (6) como
d?R dR B
gl 2Ly R =
T CE‘Y2 + b dy + ¥ R 0 (7‘)
la que se conoce con el nombre de la ecuacién diferencial de Bessel de orden cero. Entonces la so-

lucién estd dada por
R{y) = AJy(rB) + BK,(rp) €]

en donde A y B son constantes arbitrarias, Jy es la funcién de Bessel de la primera clase y de orden
cero, v Kg es la funcién de Bessel de la segunda clase y de orden 0. Entonces, el resultado de (3)

se convierte en

y(r,t) = [AJy(rB) + BE,(rB)](Csen pt + D cos pt) (9
_ £ (=¥
en donde Jyly) = Fc'=0122 &1)E (r/2)2k
& 1)k /2
Kn = wowmy- 3 Es (%) 10
o= S W
n=12,...

La condicién de frontera implica que el desplazamiento en el centro de la membrana debe ser
finito, o sea, ¥(0, £} # 0. Ahora K¢(0) =In0 = —w, de tal forma B debe ser igual a cero. Entonces

y(r,t) = (Esen pt + F cos pt)Jy(rp) (10)

en donde las nuevas constantes E = AC y F = AD.

La otra condicién de frontera es y(dp, &) = 0 o Jo(doB)(E sen pt + F cos pt) = 0 de la cual
Jo(dyB) = 0,luegodoBy =2,4, dyBy =5,5, dof3 =8,7,..., y ya que B = p*la?, p = (G/\/%) VdoBi
F= L2 e

La solucién completa de la vibracién trasversal libre de una membrana circular fija en sus ex-

tremos estd dada entonces por, ~'
& o0
ylr, t) = 22 Jo(rB) (Eisenpit + F cos pit) (11)

en donde p; son las frecuencias naturales y «fg es la funcién de Bessel de la primera clase y de orden
cerc. E; y F; son constantes arbitrarias para determinar por las condiciones iniciales.

La figura 1-31, mds adelante, muestra los modos de vibracién de una membrana circular uni-
forme rigidamente extendida. Las dreas sombreadas estdn en fase opuesta a las no sombreadas.

-
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Fig.1-31. Modos de vibracién de una membrana circular rigidamente extendida

_ 1.29. La amplitud de desplazamiento de una membrana circular uniforme de un micréfono

estd dada por y = (P,/k2S)[J,(kr) /o (kry) — 1]. Encontrar el desplazamiento pro-
medio correspondiente yprom de la superficie de la membrana.

Entonces el desplazamiento promedio ests dado por

Yprom = “1—2 f y('r) daS’
'ﬂ"!"o st

()

en donde S’ =71y es el drea de la superficie de la membrana. Entonces
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1 Ty (kr) ]
Yprom = ﬂ_"gf (Py/k2S) [Jo(kru)—l]zwrdr (2)

0

en donde Py = amplitud de la fuerza aplicada, S = tensién de la membrana, rp = radio de la
membrana, y Jy = funcién de Bessel de la primera clase y de orden 0.

Podemos volver a escribir la ecuacién (2) como

i %—j Jolkr)rdr — f—Po—fﬁ' rdr 3
2257, (k Zies

Ahoraf wfg(x) de = xJ;(x) o f(kr)Jo(k'r)kdr = (kr)J (kr). Entonces la ecuacién (3) se

2PD To
convierte en  Yprom = (kr)Jy (kK dr — %J‘; rdr 4)

r2 k4SJ0 (krg) f

Haciendo la integracién indicada, obtenemos,

_ 2P, w7 i ”o_ 2PI: 2/2:,
Yprom = W[( 7') 1( ‘r):lo 2k2S (T )

2P,
72KAS T (o)

o Yprom =

(ferg)dy (krg) — Po/k2S ®)

En una tabla de funciones de Bessel, Jy(krg) = 2 (kro) /krg — Jo(krg); entonces la ecuacién
(5) se puede escribir asi,

_ 2Pgkrydy (k) — P22y (er) P, |:2J1(kr0) e ] Py Jylkry)
e i TZAST, (kg = Sy | ke | = 35 Ty

1.30. Se tiene una membrana circular uniforme, de radio ry, extendida a partir de su cir-
cunferencia fija. Una fuerza sinusoidal impulsora F,sen wt actdia uniformemente
sobre un lado de la membrana. Si el coeficiente de la fuerza de amortiguamiento es
¢, determine la vibracién resultante.

La ecuacién diferencial general de la vibracién trasversal libre de una membrana circular en
coordenadas polares estd dada por

2y 5 1 9y
£ 6r2+'rar

en donde ¢ = VS/p, y r = distancia radial desde el centro de la membrana.

En presencia de la fuerza de amortiguamiento c(ay/at) y de la fuerza impulsora Fy sen wt,
la ecuacién de movimiento se convierte en,

Py Sfe%y , 1oy ¢ Yy Fy
= Pa(m + e R T + pusenwt I
Utilizando la notacién exponencial compleja
Py _ Sfoy , lay gty o .
a2 T p, <ar2 T T ar po 8t 4 Pa’ @
Supongamos que existe una solucién estable y = Yeiot y sustituyamos esta ecuacién en (2):
S (d?Y | 1dY icw
(d'r? # FE) i (“‘“Z)Y = Sl .
2
la cual se puede escribir en la forma % + l ii_’ + kY = —Fy/S 4)

en donde %2 = (g,02 — icw)/S.

La sclucién completa de la ecuacién (4) es la suma de la solucién particular y de la comple-
mentaria. La solucién complementaria se obtiene al resolver:

@Y 1dY | o
WAt rm TEY =0 )

cuya solucién es Y(r) = AJdy(kr) + BE,(kr) (6)

e

oy e

T

TR AR Y
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en donde A y B son constantes arbitrarias, J es la funcién de Bessel de la primera clase y de orden
0, y Ky es la funcién de Bessel de la segunda clase y de orden 0. Para una membrana circular en
tension B = 0. (Véase problema 1.28.)

La solucién particular es Y(r) = —Fy/k2S. De esta forma la solucién completa es
Y(r) = AJylkr) — Fy/k28 (7)
Ahora bien, la deflexién en la frontera es cero, o sea, ¥ =0 en r = ry; entonces, a partir
de la ecuacidn (7), Y(rg) = AJy(krg) —Fo/k3S =0 0 4 = Fo/k28Jy(kr,). Entonces (7) se convierte
Fody(kr) Fy '

S i B N iwt-
en Y(r) XS T, (ferg) S e &)
y la vibracién del estado estable de la membrana estd dada por la parte imaginaria de la ecuacién (8),
Fo JQ (k’r)
ylr,t) = 7S |:_——J0(k7'0) - 1:] sen wt

1.31. El diafragma de un micréfono de condensador estd hecho de una hoja circular de
aluminio. Si su radio es 0,01 m, y su espesor 0,00001 m, averiguar la méixima tensién
permitida en nt /m hasta la cual puede fusionarse este diafragma. ;Cudl es la frecuencia
fundamental cuando se alcanza esta méxima tensién? Determinar la amplitud de des-
plazamiento en el centro del diafragma cuando es movido por una onda sonora de
frecuencia de 100 ciclos/seg, y una amplitud de presién de 2,0 nt/m2. {Cudl es el des-
plazamiento promedio?

La tensién médxima permitida Smax, es igual al 4rea multiplicada por la tensién permitida, o
- sea, Smix = cA. Si el esfuerzo permitido es ¢ = 108 nt/m?2, entonces Smix = 108(0,00001) =
1000 nt/m.

La frecuencia fundamental de una membrana circular uniforme es

Fi = %1/3/&1 = 7350 ciclos /seg
.

en donde R = 0,01 m es el radio, S = Smax = 1000 nt/m es la tensién,
pe = 2700(10)=5 = 0,027 kg /m?
es la masa por unidad de drea de la membrana, y p = 2700 kg/m? es la densidad del aluminio.
La amplitud de desplazarmiento en el centro del diafragma es
o - S0

endonde k = w/a = w/+/5/p, = 100(2r) /+/1000/0,027 = 3,26 o k2 = 10,06 Jo(0) =1, Jy(kR)
= Jo[(3,26)(0,01)] = J((0,0826) = 0,9997 son las funciones de Bessel de la primera clase y de

orden 0. Por tanto,
_ 2 [1-o099977 _ -
v09 = 15 [10,06(0,9997)] =

La amplitud de desplazamiento promedio estd dada por
_ A4 R 5 Jo(ler) — Jg(kR) Py [Jy(kR)
Yprom = szj; (Po/k S) ‘——Jo(szTrfr dr = %S Jﬂ(kR)
en donde J;(kR) = J3(0,0326) = 0,00015 es la funcién de Bessel de la primera clase y de orden
dos ¥ S = Smax = 1000 nt/m. De esta forma,
_2(0,00015)
Yprom = 16 06(1000)

VIBRACION DE PLACAS CIRCULARES

1.32. Una placa circular delgada y uniforme de radio R y espesor ¢, est4 rigidamente su-
jeta en toda su circunferencia. Averiguar la vibracién trasversal libre de la placa.

La ecuacién diferencial de la vibracién trasversal libre de una placa circular delgada y unifor-
me estd dada por

[a_ﬂg+1a_v}2+12p(1—u2)az_y &

3(10)=% m

4, 120— 8y _
ant oror Ye: ez 5 s Y2 a2 ¥ @)
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en donde p = densidad de la placa, u = relacién de Poisson, Y = médulo de Young, f; = espesor
de la placa.

Supongamos un movimiento periddico de la siguiente forma:
y = ?g‘iﬂlf (2)
en donde ¥ es una funcién compleja tnicamente de r. Entonces la ecuacién (I) se reduce a
Viv = 120%(1—?) ¢ o (ViKY = 0 3)
Ye,
en donde Kkf=12u%(1~u?)/Yt;. Ya que Vi—kt= (VE+E2)(V2 — k), la solucién de (3) con-
siste en la suma de las soluciones de V2 + k2 = 0, dada por ¥ = AJy(kr), v la solucién de V7 — k2
= 0,dada por ¥ = BJ,(ikr) = BI,(kr) en donde I es la funcién hiperbélica de Bessel. De esta
forma, =
Y(r) = AlJykr) + BIy(kr) (4)
Para una placa rigidamente sujeta en los bordes, las condiciones de frontera son l-’(R) =0 ¥
aY (R) /or = 0. Sustituyendo éstas en la ecuacién (4) y sus derivadas, tenemos,
AJy(kR) + BI(kR) = 0 (5)
—AkJ,(kR) + BEI,;(kR) = 0 6)
Dividamos la ecuacién (5) por (6) para obtener .
JokB) _ _L(kR) :
L6R) T I (R) L
en donde kR =nn, n =1,2,.... entonces
YiZkt Yt2(na/R)*
- = 5 = ®
12p(1 — p?) 12p(1 —u?)
y la vibracién trasversal libre de la placa es
yir,t) = [AJy(kr) + Bly(kr)]eiot

1.33. El diafragma del auricular de un teléfono es una placa de acero circular con radio
0,015 m, y espesor uniforme de 0,0001 m. Si el diafragma estd rigidamente sujeto en
sus bordes, encontrar la frecuencia fundamental de la vibracién trasversal.

Del problema 1.32, tomamos que la frecuencia fundamental de una placa circular delgada ri-
gidamente sujeta a sus extremos es
_ 0,47t0 Y - i
fI et 2 p(l'__Tg)‘ = 1100 ciclos /seg
en donde ¢y = 0,0001 m es el espesor de la placa, B = 0,015 m es el radio de la placa, ¥ =
19,5(10)19 nt/m? es el médulo de Young para el acero, p = 7700 kg/m3 es la densidad del acero,
¥y w = 0,28 es la relacién de Poisson.
Problemas propuestos

ONDAS

1.34. Demuestre que A cos wf + A cos (wt -+ 120°) + A cos (wf + 240°) = 0.

1.35. Dados dos movimientos armdnicos %; = 10 cos wt ¥ % = cos {wt + 60°), encontrar X y ¢ en
Xcos (b + &) = 21 + x3. Respuesta: X = 10,6, ¢ = 39,b°

1.36. Dados dos movimientos arménicos x; = 20 sen 22t y x5 = 30 sen 23¢, hallar la frecuencia y el

periodo de pulsacién. Respuesta: fp = 0,16 ciclos /seg, Py = 6,28 seg

-
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1.37. Si Py y P son los periodos de dos ondas arménicas x; y x, respectivamente, y mP; = nP,, encon-
trar el periodo de x; + xs. Respuesta: P = mP; = nP,y

1.38. Dados u(x,%) = f(x —ct) + glx +ct) v u(0,8) =u(l, =0. Silas ondas estdn comprendidas
entre x =0 y x =L, ;Cudl es el periodo de las funciones f y g? Respuesta: P = 2L Jc.

VIBRACIONES

1.39. Una viga apoyada simplemente de longitud L es movida por una masa M o en su centro. Si la masa
de la viga es insignificante comparada con Mj, encontrar la frecuencia natural de vibracién de la

viga. Respuesta:  w, = V48YI/M,I3 rad /seg '

1.40. Una placa cuadrada homogénea de lado L y masa M estd suspendida en el punto medio de uno de
sus lados. Encuentre la frecuencia de vibracidn. Respuesto: «, = v/6g/5L rad /seg

1.41. Un tubo de forma U, es de calibre uniforme y el 4rea de la seccién trasversal es A. Si se agita una
columna de liquido de longitud L y densidad p, encontrar la frecuencia de la resultante del movi-

miento de la columna liquida. Respuesta: v, =V/2g/Lp rad/seg

1.42.  Un circuito eléctrico contiene un condensador C, una inductancia L, y un interruptor en serie. El
condensador tiene inicialmente una carga gq, y el interruptor estd abierto durante < 0. Si se cie-
rra el interruptor en el instante ¢ = 0, encontrar la carga ulterior del condensador.

Respuesta: q(t) = ggcos 4/1/LC ¢t

1.43. Si un sistema simple masa-resorte estd sujeto a una excitacién impulsiva F;, encontrar la respuesta
del sistema. Respuesta: x(t) = (Fi/+/km) sen +/E/m t '

VIBRACION DE CUERDAS

1.4d.- _Obtener una expresidn para la energia potencial de una cuerda vibrante uniforme con longitud L,
L

teniendo en cuenta de que la tensién S no es constante. Respuesta: EP = %f S(y/0x)2 du
0

1.45.  Una cuerda uniforme, de longitud L, estd fija en ambos extremos, y existe una fuerza de amortigua-
miento proporcional a la velocidad de la cuerda, que actda sobre todos los puntos de la cuerda. En-
contrar la vibracién libre de la cuerda.

Respuesta:

w ;
ylw, f) = Ez seni%x‘(e—ctn’zﬂ)(Aisen pit + B cosp;t) en donde p; = Vi2r2a2/L2 — c¥/dp2

.....

1.46. Una cuerda uniforme tensa, de longitud L, estd fija en ambos extremos y es excitada por una fuerza
sinugoidal uniformemente distribuida Fy cos wi. Determinar el estado de vibracién uniforme de
la cuerda.

Respuesta: y(x,t) = (Fylpw?) (cos%x + tan%sen%x - 1> o8 wt

1.47. Hallar el movimiento, en funcién de ondas viajeras de una cuerda uniforme de longitud L y fija en
ambos extremos. La cuerda es desplazada una distancia A hacia su centro y dejada libre sin velo-
cidad inicial.

Respuesta:

o BBl o ma T B g d ) ol . gt L Sea e ..
?J(a:,t}—wz[senL<a t>+senL(a+t> gsenTf (a t> QSBRL<E+t)+ :|

1.48.  Una cuerda uniforme fija en amhos extremos es golpeada en el centro con el fin de obtener una ve-
locidad inicial, la cual varia linealmente desde cero en los extremos hasta vp en el centro. Halle la
_ vibracién libre resultante.

8ul  ® 1 4 iew  ira
Respuesta: y(xz,t) = —5 i=1’E2h“i—ssenzsenfsenft

VIBRACION LONGITUDINAL DE BARRAS

- 1.49. Mostrar que la ecuacién diferencial del movimiento de la vibracién longitudinal libre de una barra

sz ; 5 2
con una seccién trasversal variable A estd dada por L% 4 1addu _ p &%

dx? ' A 9y dx Y a2’
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1.50.

1.51.

1.52.

1.53.

VIBRACIONES Y ONDAS [CAP. 1

Una barra uniforme, de longitud L, se mueve en un plano horizontal con velocidad vp. Si la barra
golpea una pared sélida con uno de sus extremos y se detiene, jcudl serd la vibracién longitudinal
libre de la barra?

8L ) 1 e ira
R ta: t) = Eiop syt
EoRLcsit ulz, 1) 0 ;=13 .. 1 = 2L %

Una barra uniforme, de longitud L, estd fija en uno de sus extremos y el extremo libre se ha tensio-
nado uniformemente hasta Lg, dejdndose libre luego en ¢ = 0. Halle la vibracién longitudinal libre
resultante de la barra.

8(Ly— L) 1 _dww ira

o0
: el —1)G—-1)/2 = gan TF o5 &
Respuesta: wu(x, t) 5 3 (—1) ;3 5en oL cos oL t

T i=1.3,...

;Cudl es el efecto de una fuerza longitudinal constante sobre la frecuencia natural de una barra uni-
forme sometida a una vibracién longitudinal? Respuesta: Ningin efecto

Una barra uniforme, de longitud L, estd libre en uno de sus extremos, y esforzada a seguir un mo-
vimiento sinusoidal A sen wt en el otro extremo. Halle la vibracién del estado estable de la barra.

Respuesta: u(z,t) = A (cosgx + tan%senﬁ-m) sen ot

VIBRACION DE MEMBRANAS

1.54.

1.55.
1.56.
1.57.

1.58.

Una membrana rectangular, de lados L y 2L, estd sujeta en sus bordes. ;Cudles'son los menores mo-
dos degenerados de vibracién trasversal de la membrana? Respueste: (2,2) y (4,1)

Demostrar que la frecuencia fundamental de la vibracién trasversal libre de una membrana en for-
ma de tridngulo equildtero firmemente tensionada en todos sus extremos es f; = 4,77+/S/Ap, en
donde A es el drea de la membrana.

* Una membrana circular, con radio 10 cm y densidad 1,0 kg/m2, se extiende hasta una tensién uni-

forme de 10.000 nt/m. Calcular las tres frecuencias naturales mds bajas de la vibracién trasversal
de la membrana. Respuesta: f, = 380, fo = 870, f3 = 1460 ciclos/seg

Una membrana cuadrada uniforme de lados L estd fija a dos bordes adyacentes. Tiene un despla-
zamiento inicial y(x, 2, 0) = yg sen(2xx/L) sen (3xz/L). Obtener una expresién de la vibracién
3wz 1375

trasversal libre de la membrana. Respuesta: y(x,z,t) = y, senzﬂ—xsen—- cos
L L ool

Una membrana rectangular uniforme de lados Ly y Ly estd fija firmemente en todos sus bordes. La
membrana estd bajo la accién de una fuerza constante Fy sobre toda su superficie. Si la fuerza se
suspende repentinamente, halle la vibracién trasversal libre resultante de la membrana.

t

~ o 16F mrx  MrE
> ————sen ———sen——

Respuesta: x,zt) =
RAE m=13,... n=1:3,... mnz2pZ, Ly L,

COS Py T

VIBRACION DE PLACAS

1.59.

1.60.

1.61.

1.62.

El diafragma de un trasductor sonar electromagnético es una placa de acero circular de radio 0,09 m,
y espesor 0,004 m. Encontrar la frecuencia fundamental de la vibracién trasversal libre.
Respuesta: fi = 1230 ciclos /seg

Determinar la amplitud de desplazamiento promedio de una placa circular uniforme que vibra tras-
versalmente en su modo fundamental. Respuesta: yprom = 0,31yg

Una placa de acero circular uniforme, de radio igual a 12 pulgadas y espesor de 1,0 pulgada, estd
fija en la frontera. ;Cudl es la frecuencia natural mds baja? Respuesta: f; = 700 ciclos /seg

Una placa de acero rectangular y uniforme, de longitudes 8 X 4 pies y espesor de ¥ pulgada, estd-
sostenida en todos sus bordes. Determine su frecuencia natural mds baja. Respuesta: 25 ciclos/seg



