NOTAS DE CLASE DE GEOMETRIA SUPERIOR

RESUMEN. Estas son notas de un curso de Geometria Superior de FAMAF. Pueden tener algunos
errores de tipeo.

1. BREVE REPASO DE CALCULO DE VARIAS VARIABLES

Esta seccion contiene algunas cosas que necesitamos refrescar para poder entender la nocion de
diferencial de una funcién entre variedades. Mas tarde agregaremos algunas otras herramientas del
Analisis III que necesitaremos mas adelante.

Sea {e1,...,e,} la base canénica de R". Consideramos r; : R® — R la i-ésima proyeccién dada
por

ri(xy, ..o ) =1 E Tie;) = ;.
J
La derivada de funciones de R a valores en R", o curvas. Si a : I — R es una curva definida en un

intervalo abierto I C R, su derivada o velocidad instantanea en a € I es por definicion

o/(a) = }lll_rf(l) ala+ h]z — a(a)'

Llamando z; = r; o v, i.e. las funciones coordenadas de «, entonces se tiene

at) = (x1(t), ..., z.(t), )= (x)(t),...,2(t), tel.

Por otra parte dada una funcién f : U — R™ definida en un abierto U C R", sea a € U. La
i-ésima derivada parcial de f en a € U se define por

of
873-

Nota: tener presente que la existencia de derivadas parciales en un punto es una condicion débil,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

d
(a) = E‘t:(]f(a -+ tel)

Ejemplo 1.1. Sea f(z,y) = 7}z, para (x,y) # (0,0) y f(0,0) = 0. Entonces f tiene derivadas
parciales en todo punto (z,y) € R? pero no es continua en (0, 0).

Recordemos la definicién de diferenciabilidad que aprendimos en Analisis Matemético III para
funciones de R™ en R™:

Definicién 1.1. Sea f : U — R™ una funcién definida en un subsconfjunto abierto U C R™ f se
dice diferenciable en a € U si existe L : R®™ — R™ lineal tal que

o Fat ) = f(a) = L(h)

=0.
h—0 Al

Tenemos entonces la siguiente

Proposicién 1.1. St tal L existe, entonces es unica y se llama la diferencial o deriwada de f en a
y se denota por df,.

Para hallar L en general recurrimos al siguiente resultado
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Proposicién 1.2. Sea f: U — R™ una funcion definida en un abierto U C R"™, tal que %

y son continuas en U, donde f = (f1,... fm). Entonces la matriz de df, en la base candnica estd
dada por

existen

g_;fga) %(a)
[df.] = : : , ael.
8o(a) ... Y=(a)

Un resultado basico que usaremos es la regla de la cadena:

Teorema 1.3. Regla de la Cadena.
Sif:U—=>VCR"yg:V — RP ytomamos a € U, con f diferenciable en a y g diferenciable en
f(a), entonces go f es diferenciable en a y d(go f)a = dgs) o dfa.

Recordemos ademas el teorema de la igualdad de las derivadas cruzadas:

Proposicion 1.4. Sea f: U CR" — R, donde U es abierto. Si aiiajinj exiten y son continuas Vi, j,
entonces
0% f O f .
= , Vi,
87’1'87"]' (973-873
Definicién 1.2. Sea f : U — R, con U C R" un subconjunto abierto. f se dice de clase C* en U,
con k € N, si existen la derivadas parciales de orden k de f en U:
o f

Omr,,,...00r

Q=i+t <k,

y son continuas en U.
f se dice de clase C™ en U si es de clase C* para todo k € N.

Ejemplo 1.2. f(x,y,2) = (xe®™,ysin(z)) es de clase C* en todo R2.
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2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Definicién 2.1. Un espacio topoldgico M se dice localmente euclideo si cada punto p € M tiene un
entorno abierto homeomorfo a un abierto de R™. O sea para todo p € M existe un abierto U C M,
p € U, y un homeomofismo ¢ : U — p(U) C R™.

El par (U, ) se llama sistema coordenado, carta coordenada o mapeo coordenado. Denotando 7;
la i-ésima funcién coordenada en R™ tenemos
o= (x1,...2,), Tiop=u,
Nota: Se puede probar que un abierto de R™ puede ser homeomorfo a un abierto de R™ sélo si

n = m (teorema de invariancia del dominio). Luego la dimensién de un espacio localmente euclideo
y conexo M estd univocamente determinada.

Ejercicio 2.1. La S" = {z € R**! : 3" 242 = 1} no es homeomorfa a un abierto de R”, por qué?
En otras palabras, no existe un sistema coordenado global en la esfera.

Definicién 2.2. Dos sistemas coordenados (U, ¢), (V1) se dicen C*-compatibles si las funciones
o™l p(VNU) = o(VNU), vop l:ip(VNU)—=y(VNU),
son ambas C*, en el sentido usual de Anélisis I1I. Esto tiene sentido ya que »(V NU) y o(V NU)

son abiertos de R™. Observar que si U NV = () la compatibilidad es automatica.

Nota 2.1. A lo largo del curso trabajaremos con sistemas C*°-compatibles. Pero también se puede
trabajar con sistemas que son sélo C*-compatibles.

Definicién 2.3. Sea M un espacio topoldgico localmente euclideo de dimension n. Un atlas de M
de clase C*° es una coleccion A = {(U,, va) : @ € A} de sistemas coordenados tales que

(1) M = UuaeaU,, es decir que los U, cubren M.

(i) Compatibilidad de las cartas de A: Va, 5 € A tales que U, N Uz # 0, se cumple que

0500 0a(UsNUs) = ¢5(Us NUs), es C*° en el sentido usual, donde U = U, N Uj.

Las funciones g o ¢! se llaman cambios de coordenadas o funciones de transicién.
Nota: observar que la condicién de compatibilidad pide que tanto ¢z 0 ¢! como ¢, o 9051 sean C'*°.

Ejemplo 2.1. Cartas coordenadas en la esfera
S? = {(21, 29, 73) € R® : 2] + 25 + 235 = 1}.
Fijamos la topologfa inducida en S? y consideramos los siguientes subconjuntos (casquetes) abiertos
de S? que la cubren:
Ur={reS*:2;,>0}, U ={ze€S:r,<0}, 1<i<3.
Sean ademds o : U — B1(0,0) C R? definidos por
o1 (@1, 02, w3) = (w2, 23), @3 (21,02, 23) = (w1, 23), 95 (21,22, 23) = (1, 22).
Es facil verificar que los gof son homeomorphismos locales de S? y que son compatibles. Por ejemplo

+ —\—1 — .t 2 2y _ 2 2
@1 o (p3) (21, m2) = ¢ (21,22, —\/1 — 27 — 23) = (22, —\/1 — 2f — 23),
que es claramente C*°.
Mas adelante vamos a generalizar esta construccién al caso de la esfera S™ C R*

Ejemplo 2.2. Un atlas distinguido para la circunferencia. Sea S! el conjunto formado por los
numeros complejos de médulo uno S*' = {z € C : |z| = 1} con la topolog” ia inducida de R?. Se
definen

©1:(0,2m) = S — {1}, @1 (—m 7)) = St —{-1},
con @i(t) =€, 0 <t <2, pot) = e, —m <t <.
(a) Probar que ¢;': St — {1} — (0,27) y ¢3! : S' — {—1} — (==, 7) son homeomorfismos.
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(b) Probar que ]!, @5 L son C* compatibles y hallar explicitamente las funciones de transicién entre
ellos.

(¢) Definir sistemas coordenados sobre S' de manera andloga al que consideramos en S? y probar
que forman un atlas. Son compatibles estos sistemas con los definidos arriba?

Definicién 2.4. Un atlas F de clase C"° en un espacio localmente euclideo M de dimensiéon n se
dice que es maximal, si lo es respecto de la propiedad (ii) de la definicién de atlas. Es decir que
satisface la siguiente condicién:

Si un sistema de coordenadas (V, ) de M cumple que ¥op~t y poth™! son C™ para todo (U, ) € F,
entonces (V1) € F.

Definicién 2.5. Sea M un espacio topolégico localmente euclideo T5 y N», de dimensién n. Una
estructura diferenciable de clase C'°™° es un atlas maximal C'**°, F de M. Una variedad diferenciable
de dimensién n es un par (M, F) como describimos arriba.

Teorema 2.1. Sea M un espacio topoldgico localmente euclideo Ty y No de dimension n y sea A un
atlas en M. Entonces existe un unico atlas maximal F, C*° de M que contiene a A.

Demostracion. Consideramos el conjunto de todas las cartas de M que son compatibles con las cartas

de A:
F = {(U, ) sistema coordenado : ¢ o 5"y pgoi~'son C*, Yoz con (Us,¢p) € A}.

De la definicién de F sigue que A C F. Veamos que F es un altas de M. Como los abiertos U,
de las cartas de A cubren M, con mas razon los abiertos de las cartas de F también cubren M.
Sean ahora (U, ¢), (V,4) dos cartas de F tales que U NV # (). Debemos probar que ellas son C'*°
compatibles. Tomemos un sistema coordenado (U,, ¢,) en A tal que p € U,. Entonces

poyTl =pop o0y,
de donde deducimos que ¢ 01~ es C*°. Por un razonamiento similar vemos que también 1) o o' es
C>. Luego F es un atlas C* en M.
Si (U, ) es una carta C'*°-compatible con toda carta de F, en particular lo es con toda carta de A.
Entonces (U, ¢) € F, lo que prueba que F es maximal.
Si hubiera otro atlas maximal F’ conteniendo a A, entonces toda carta de F' serfa C'*°-compatible
con las cartas de A, luego 7' C F. Luego por maximalidad ' = F. d

Ejemplo 2.3. M = R", con la topologia usual. El atlas de una sola carta A = {(R", Id)}, determina
la estructura diferenciable usual de R” que denotamos por (R™,id).

Ejemplo 2.4. M = R, con la topologia usual. El atlas A = {(R, ¢)}, donde ¢(z) = * determina
otra estructura diferenciable en R que denotamos por (R, ¢). Probar que (R,id) # (R, ¢).

2.1. La estructura diferenciable candénica en un espacio vectorial. En este ejemplo probare-
mos que todo espacio vectorial tiene una estructura diferenciable natural o canoénica.
Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n. Eligiendo una base B = {uy,...u,} todo vector
v € V se escribe de manera tnica como v = Z?:l z;u;. Definimos un candidato a sistema coordenado
global en V:

ep:V =R ppv) = (21,...2,),
que son las coordenadas de v en la base B. Si bien no tenemos aun una topologia en V', podemos
traer abiertos de R™ via ¢p, de manera que ¢p : V — R” resulte un homeomorfismo. Llamemos 75
a esa topologia. Entonces (V, pp) es un sistema de coordenadas en V. Depende esta topologia de la
base B? Si cambiamos a otra base C' = {vy,...v,} de V' y consideramos la aplicacion

Yo - V—)Rn, QOC(Z%W) = (yla"'yn)a
=1
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llamando 7¢ la topologia en V' cuyos abiertos son los traidos por oo de R™, veamos que ambas
topologias coinciden. En efecto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(Virs) =% (Vi7c)
vp | e
R" 4 Rn
donde A es la transformacion lineal de cambio de coordenadas entre las dos bases. De manera que
se verifica
Aoypp=pcold,
de donde se tiene que
]dchalvong.
Como p¢, pp son homeomorfismos y A es lineal inversible (y por tanto un homeomorfismo), resulta
que ¢d es un homeomorfismo de donde sigue que 7¢ = 75.
Ahora sean Ag = {(V, v5)}, Ac = {(V, ¢c)} los dos atlas en V' determinados por los homeomorfis-
mos pg, pc y consideramos los atlases maximales Fg, Fo que contienen a Ag y A respectivamente.
Veamos que Fg = F¢. Para esto primero observamos que g y ¢¢c son compatibles. En efecto, del
hecho que el diagrama de arriba es conmutativo se desprende que ¢ o gol;l = A, que es diferenciable
por ser lineal. Analogamente tenemos ¢p o ' = A1 que es diferenciable por ser lineal. Sea ahora
(U,) € Fp compatible con (V, pp). Veamos que (U, 1) es compatible con (V, pc):

ot =poo g oppoT = Ao (ppoyT),
lo que implica que pco1p ! es diferenciable. De manera andloga se prueba que wowgl es diferenciable.
Por un razonamiento andlogo se ve que toda carta (U’ 1) € F¢ compatible con (V) ¢¢) es compatible
con (V,¢p). Por ultimo usando la maximalidad resulta Fp = Fe¢.

2.2. Ejemplos de variedades.

(1) M(nxm,R) = conjunto de matrices reales n x m. Es una variedad diferenciable de dimensién
n X m por ser un espacio vectorial.

(2) Variedad abierta. Sea (M,F) una variedad y U C M un subconjunto abierto. Entonces
(U, F') es una variedad diferenciable de la misma dimensién que M, donde

F' ={(VnUpva): (V,p) € F}

(3) Gl(n,R) = {A € M(n xn,R) :det(A) # 0}. Como el determinante es una funcién continua
de las entradas de la matriz resulta Gl(n,R) un subconjunto abierto de M(n x n,R) y por lo
tanto una variedad abierta.

(4) Producto de variedades. Sean (M, Fy), (Msy, Fy) variedades. Sea M = M; x M,. Entonces
A= {(U1 x Uz, (¢1,2)) : (U1, 1) € F1, (Us, p2) € Fa}.

es un atlas en M como resulta facilmente comprobable. Si dimM; = dy y dimMy = do,
entonces se ve que M tiene dimensién d; + ds. Observar que A, no es un atlas maximal de M
ya que hay otros sistemas coordenados en M que no son producto de sistemas coordenados.
Replicando esta construccién se puede considerar el producto de una cantidad finita de var-
iedades factores de igual manera. Por ejemplo R® = Rx --- xR, el n-toro T" = S* x---x S!,
n-veces, etc.

(5) La esfera S™. Vimos que sobre la esfera S? se puede definir un atlas C* con seis sistemas
coordenados. Este ejemplo se generaliza facilmente a la esfera n-dimensional

S"={x e R"™ . ||z|* = 1}.
Fijamos en S™ la topologfa inducida de R™™!. Se definen los siguientes subconjuntos abiertos
de S™:
Ur={zes":z >0}
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Andlogamente U, es el abierto de S™ donde z; < 0.
Definimos ahora las funciones ¢; : U;” — R" dadas por:

902_(.251, .. ..Z'n+1) = (l’l, . ,.’L/'\Z', .. .anJrl),

donde el sombrero sobre z; significa que la hemos removido. De manera anédloga se define
¢, U~ — R"

Es facil comprobar que gpf : UZ-jE — B1(0) € R"™ son homeomorfismos que ademés son C'*-
compatibles. En efecto, un célculo directo permite obtener para ¢ < j la siguiente composicion

gof o (@) M r1y o ymn) = (71, oo T, T Tids - T, AT = P2 70, ).
Para j < ¢ se obtiene una expresién similar. Obtenemos de esta manera un atlas C*,
A= {(UF ¢F) : 1 < i < n+ 1} que tiene 2(n + 1) cartas. Finalmente la estructura
diferenciable usual sobre S™ se obtiene completando A al unico atlas maximal F que lo
contiene.
El espacio proyectivo real. Es por definicién el conjunto RP" formado por todas las rectas

de R que pasan por el origen. Cada punto de RP" es una recta de R**!, que contiene a
0 € R

Cualquier recta ¢ € RP", esta determinada por dos puntos p,q € ¢, p # q. Por ejemplo
ejemplo por los puntos z,0 € £, donde x € R** — {0}.

Sea 7 : R"™ — {0} — RP" la aplicacién que manda un punto x € R"™ — {0} a la (tinica)
recta ¢ tal que z,0 € /.
Definimos la siguiente relacién de equivalencia en R"* —{0}: x ~ 2’ si y sélo si 7(z) = m(z').
Luego

x ~ 1 & x' = Ar, para algun A € R — {0}.
Luego x ~ 2’ sii ¢ y 2’ determinan la misma recta. Sea m(x) = [z], la clase de equivalencia
de z, i.e. [x] es la recta ¢ que contiene a los puntos z,0. Entonces para todo z € R"™ — {0}
se tiene que
7 Y (m(z)) = [2] C R"T

Damos a RP" la topologia cociente determinada por 7: un subconjunto U C RIP" es abierto
siy sélo si m1(U) C R — {0} es abierto. Es fécil ver que con esta topologia RP" resulta
Ty y Ny, por qué?

Sea U; ¢ R+ — {0}, el conjunto de los x tales que z; # 0, y sea U; = W(UZ) Entonces U;
es abierto en RIP" para 1 <i <n -+ 1. En efecto por lo visto arriba se verifica que

W) ={n Hn(x):z e U} ={[z] ;2 €U} =0U;, 1<i<n+1.

Definimos ¢; : U; — R"™, por
1 Ti-1 Tit1 Tn+1
oillz])) = (—, ..., , . )

Entonces ¢; estd bien definido, porque sélo depende de la clase de x. Ademds ¢; resulta
continuo porque @; o T : U; — R™ es continua. Por otra parte es facil ver que la inversa de Vi
esta dada por

Ot (r, ) =Ty T, L Tty T,
que también es continua. Luego ¢; es un homeomorfismo local para cada 1 < i < n + 1.
Luego RP" es un espacio topolégico localmente euclideo de dimensién n, que es Ty y No.

Por tltimo tenemos que la coleccion A = {(U;,¢;) : 1 < i < n+ 1} es un atlas C*°. Eso
resulta de calcular para i < j,

r re 1 TS ri 1 7. r

-1 1 i—1 i+1 J—1 J+1 n

SOiOSOj (]17---7rn)_( A ) [ ) ) )ttt )7
T T Ty e Tio T Tj
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luego ¢; o cpj_l c0;(U;NU;) = ¢i(U;NU;) es C*°. Los detalles los dejamos como ejercicio.
3. FUNCIONES DIFERENCIABLES

Definicién 3.1. Sea (M, F) una variedad diferenciable de dimensién n, y sea f : M — R¥ un mapa.
Decimos que f es diferenciable o C™ si f o @™ es C™ en el abierto p(U) C R", para todo sistema
coordenado (U, ¢) € F.

En la practica es suficiente que la condicion de la definicién se satisfaga para cartas de un atlas
(no necesariamente maximal) de M:

Lema 3.1. Sea (M, F) una variedad diferenciable y sea A = {(Un, o) : @« € A} C F, un atlas en
M. Si fop ! es C en el abierto ¢, (U,), para todo (Uy, pa) € A, entonces f es C™.

Demostracion. Sea (U, p) € F una carta cualquiera. Queremos ver que fop ! : o(U) — R¥ es C*.
Es suficiente ver que f o ¢! es C™ en algin entorno abierto de cada punto ¢(p) € ¢(U), p € U.
Como los abiertos de A cubren M, existe o € A, tal que p € U,. Luego

foo=Ffopitopaoph,
es C™ en un entorno abierto de ¢(p), porque @, 0o~ es C* en (U NU,) que es abierto y contiene
a ¢(p). [
Ejercicio 3.1. Probar que toda f: M — R*, que es C*, es continua.

La definiciéon anterior se extiende para el caso de mapas entre variedades:

Definicién 3.2. Sean (M, F), (N,F') variedades diferenciables de dimensiones m y n respectiva-
mente. Un mapa continuo f : M — N, se dice que es diferenciable o C'*°, si para todo par de
sistemas coordenados (U, ¢) € Fy (V,¢) € F' se cumple que

bofoplipUNfTH(V)) =R,
es diferenciable.
Si UN f~4(V) =0, la diferenciabilidad de ¢ o f o ¢!, queda asegurada por vacuidad.

Ejercicio 3.2. Sea f : M — N un mapa. Si cada p € M tiene un entorno abierto U tal que
flv : U — N es C*, entonces f es C™.

El siguiente resultado es similar al del Lema 3.1 y su demostraciéon queda como ejercicio:

Lema 3.2. Sean (M,F), (N,F’), variedades diferenciables y sean A = {(Uq,00) : @ € A} C F,
B = {(Vs,13) : B € B} CF sendos atlas. Sea f: M — N continua. Sigo fop,' es C™ en su
dominio para todos «, 3, entonces f es C°.

Definicién 3.3. Sea U C M un subconjunto abierto. Se define
CU)={f:U—=>R: fes C*}.

Ejercicio 3.3. Probar que C*°(U) es un espacio vectorial real y es un anillo con el producto de
funciones.

Ejercicio 3.4. Probar las siguientes afirmaciones:
(1) Toda funcién constante, i.e. f: M — N, tal que f(p) = qo para todo p € M, es diferenciable.
(2) Sea (U, ) us sistema coordenado de una variedad M y sea x; = r; 0 la i-ésima funcién coor-
denada de ¢. Entonces cada x; : U — R es diferenciable. En efecto, como o™ (ry, ... r,) =
(ri,...,ry), resulta
;00 H(ry, ..., rn) =1
de donde sigue que cada x; es diferenciable.
(3) La inclusién ¢ : S™ — R™*! es diferenciable.
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(4) La proyeccién 7 : R"™ — {0} — RP" es diferenciable.
(5) La funcién f : S™ — RP" dada por f = 7o es diferenciable.

Definicién 3.4. Una aplicacién f : M — N es un difeomorfismo si f es biyectiva, diferenciable y
su inversa f~! es también diferenciable.

Ejercicio 3.5.
(1) Sea By(0) C R™ la bola abierta de radio uno centrada en 0. Es fécil comprobar que la

aplicacién f: B1(0) — R™, tal que f(z) = es un difeomorfismo.

T

e il

(2) Sea (U, ) un sistema coordenado de M. Probar que ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo.

(3) Considerar las variedades (R, Id) y (R, p(s) = s3). Probar que (R,F), y(R,F’) son difeo-
morfas.

(4) Considerar la aplicacion F' : ST — S! dada por F(z) = €z, donde 0 # 2kn, para todo k € Z.
Probar que F' es un difeomorfismo.

4. VECTORES TANGENTES

Un vector v = (vy, ... v,) tangente en un punto p € R™ puede pensarse como un operador actuando
sobre funciones diferenciables definidas en entornos de p. En efecto si f : U — R es una funcién
diferenciable (C*°) en un abierto U tal que p € U, entonces v asigna a f el valor v(f) que es la
derivada direccional de f en el punto p, en la direcciéon de v:

of of
- ) = v —— o, = (p).
v(f) = tzof(er v) =uigmp) ot g (p)
Esta operacion de v sobre funciones diferenciables satisface dos propiedades importantes:
(1) (a) v(Af+g)=v(f)+v(g),

(b) w(f.9) =v(f)g(p) + f(p)v(g),

donde f, g son funciones diferenciables alrededor de p y A € R.

La primera propiedad dice que v actua linealmente y la segunda, que se conoce como regla de Leibniz,
dice que v actia como una derivacion. Estas propiedades nos sirven para entender la definicién de
vector tangente en un punto de una variedad diferenciable.

Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Se define el conjunto de funciones diferenciables
enpe M:

(2) C*(p) ={f € C*(U) : U es un abierto que contiene a p}

Resulta facil comprobar que este conjunto de funciones satisface las siguientes propiedades:
(a) Dadas f,g € C*(p), con f: U - R, g:V — R, donde U, V son abiertos con p € UNV, entonces
lasuma f+¢:UNV — R estd también en C*(p).
(b) SiA e Ry f e C®(p), resulta que (Af) € C*®(p).
(c) El producto f.g: UNV — R esta también en C*(p).

Definicién 4.1. Un vector tangente a la variedad M en el punto p € M es una aplicacion v :
C*>(p) — R que satisface las propiedades (a) y (b) de (1). Es decir que v es R-lineal y es una
derivacién.

Como dijimos antes v(f) se interpreta como la derivada direccional de f en p en la direccén de v.

Los vectores tangentes tienen las siguientes propiedades:
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Lema 4.1. Sea M una variedad diferenciable, p € M yv € T,M. Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

(a) Si f € C®(p) es constante, v(f) = 0.

(b) Si f,g € C=(p) satisfacen f(p) = g(p) =0, entonces v(fg) = 0.

Demostracion. Si f(q) = ¢, para todo ¢ € U, donde U es un abierto que contiene a p, entonces
podemos escribir f = 1.c, donde tomamos a 1 como funcién. Aplicando la propiedad (a), tenemos
v(f) = c.v(1). Por otra parte aplicando la propiedad (b) resulta

v(f) = v(f)-1+cod) =v(f) +v(f),

de donde resulta v(f) = 0.
La segunda propiedad sigue de (b). O

Definicién 4.2. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto arbitrario. El conjunto
T,M = {vectores tangentes a M en p}
se llama el espacio tangente a M en p.

Proposicién 4.2. T,M es un espacio vectorial real con las operaciones

(u+v)(f) = u(f) +v(f), suma
(M) (f) = M(f), producto por escalares,

donde f € C®(p) y A € R.

Proposicién 4.3. Sea (U, p) un sistema coordenado con ¢ = (x1,...x,) y sea p € U. Entonces

0 ~ 0 0 oo
:C™(p) — R, (9_:L'¢|p(f)_87’i<p (f © (1,

d; p ()

es un vector tangente en p.

La demostracion de esta proposicion queda como ejercicio. Hay que usar propiedades de la derivada
direccional usual.

Definicién 4.3. -2 |, se llama i-ésimo vector tangente coordenado del sistema (U, ¢ = (21, ..., z,)).

Propiedades:

(1) Sea U un subconjunto abierto de M. Dado p € M, hay una identificacién natural T,U = T, M.
La demostracion de este hecho la daremos mas adelante.

(2) Sea x; : U = R, x; = r; o p. Entonces a%ib’xj = 0; ;. En efecto

0 x 0 zjop ! 0 r; =0
a.. i = Ja. J = j = Yij-
O; P i ¢(p) Ir; ©(p)

Hemos visto que T,,M es un espacio vectorial real. Es posible determinar su dimensién?

Teorema 4.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensionn y sea p € M. Sea (U, @) un sistema

coordenado conp € U. Si ¢ = (x1,...,x,), entonces {8%1|p, . %]p} es una base de T,M.

Demostracion. Primero veamos que el conjunto {%M), 1 <i<n} CT,M es linealmente independi-

ente. Recordemos que a%i|p(a7j) = ¢; ;, de donde resulta

(Z Aza%i!p) (z;) = Aj.

i=1

Luego si 0= Y7 Aiz2|,, entonces \; = (Z?Zl Ai%b) (z;) =0(z;) =0, paraj=1,...n.
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Veamos que todo vector v € T, M es una combinacién lineal de los %|p, parat = 1,...n. Observar

n

. 9 . N . n 9
quesiv =, ti5-|p, para ciertos escalares {1, ..., 1,, entonces v(z;) = t;, 0seav = > ., v(zi) 5,-|p-

Sea f € C*°(p), definida en un abierto U con p € U. Entonces en U tenemos f = F o ¢ o sea

f=F(xy,...,zp),

donde F' = f o ™! es diferenciable y estd definida en el abierto ¢(U) que contiene a ¢(p). Para lo
que sigue podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢(U) es una bola abierta de radio € > 0,
centrada en ¢(p).

Dado r = (rq,...,m,) € ¢(U) consideramos la curva

c(t) = F(t(r — o(p)) +¢(p), t€l0,1].

Teniendo en cuenta que

obtenemos

F(r) = F(e(p)) + [y £F(t(r — ¢(p)) + @(p))dt =
(3) F(o(p) + [y VE(t(r — o(p) + ¢ (p)).(r — ¢(p))dt =

Fp(p) + X0y 22 (t(x — (p)) + o(p))dt] (i — z:(p)).

Llamando Fj(z) := 01 gf (t(x — @(p)) + ¢(p))dt, resulta

Floo) = 5@ = oe|  (fow™) =2

Usando lo anterior podemos expresar f = F(¢(p)) + > .y Fi(z)(x; — z;(p)). De donde por lineal-
idad, usando que v es una derivacién de C*°(p) y el Lema 4.1, resulta lo siguiente

v(f) = v(F(e(p))) +v(3i, Fi(z)(z: — :i(p))) =
0+ v (E)o + Fi(p(p))-v(wi — z:(p)) =
0+ 377, v(@) 5 -

(f)-

a$i (¢(p)) Oz p

O

4.1. El espacio tangente de un espacio vectorial. Sea V' un espacio vectorial real de dimensiéon
n con su estructura diferenciable candnica (ver ejemplo 2.1) y sea p € V' un punto. Entonces T,V se
identifica naturalmente con V, i.e. hay un isomorfismo F': V' — T,V natural, que se puede definir
sin usar bases. En efecto dado v € V' definimos

F(v)(f)za _Of(p+w), feC=(p).

Entonces resultan las siguientes afirmaciones que quedan como ejercicios:
(i) F(v) € T,V.

(#7) F' es un isomorfismo.

(1ii) TV =V x V.
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9. LA DIFERENCIAL O DERIVADA

Sea M una variedad diferenciable y U C M un subconjunto abierto. Dado p € U y una funcion
suave f : U — R se define la diferencial de f en p de la siguiente manera
df, : T,M — R, df,(v) =v(f).
Entonces es inmediato que df,, : T,M — R resulta lineal. Luego df, es un elemento del espacio dual
T,M.
La diferencial de una aplicacién diferenciable entre dos variedades es una extension de la nocion
anterior.

Definicién 5.1. Sea F': M — N una aplicacién diferenciable entre dos variedades y sea p € M. Se
define la diferencial o derivada de F' en p, denotada por dF}, de la siguiente manera
dF,(v)(f) =v(foF), VfeC®F(p), VveT,M.

Afirmacién: dF,(v) € Tp@) M, para todo vector v € T, M:
Demostracién de la afirmacién: dadas f,g € C°(F(p)) y A € R, entonces

(1) dE,(0)(Af +g) = o((Af +g) o F) = v(A(f o F) + (g0 F)) = A(f o F) +v(go F) =
AE,(0)(f) + dFy(v)(9)-

(2) dF,(v)(fg) = v((fg) o F) = v((f o F)(go F)) = v(f o F)g(F(p)) + f(F(p))v(ge F) =
dFp(0)(f)g(F(p) + f(F(p))dFp(v)(g)-

Luego dF}, : v +— dF,(v) define una aplicacién dF, : T,M — Ty N. Veamos que es una transfor-
macion lineal:
Sean u,v € T,M, A€ Ry f € C®(F(p)), una fucién arbitraria. Entonces

dF,(Au+0)(f) = Au+v)(foF)=Xu(foF)+uv(foF)=
AE,(u)(f) + dEy(0)(f) = (A, (u) + dEp(0))(f).

De donde resulta dF,(Au + v) = AdF,(u) + dF,(v).

Reunimos las propiedades basicas de la diferencial en el siguiente

Lema 5.1. Sean F : M — N y G : N — P aplicaciones diferenciables entre variedades y sea p € M.
Entonces

(a) dF, : T,M — Tpy) es una transformacion lineal.

(b) Regla de la Cadena: d(G o F), = dGp(y) o dF),.

(c) dId, : T,M — T,M es la aplicacion zdentzdad dld,(v) =v, Yv € T,M.

(d) Si F M — N es un difeomorfismo entonces dF, : T,M — Tpy, N es un isomorfismo y ademds
(dF})~ b= dFE(;)

Demostracion. Ya hemos demostrado la propiedad (a). Las propiedades (b), (¢) y (d) quedan como
ejercicio. Observar que la propiedad (d) es consecuencia de (b). O

Proposicion 5.2. Sea M wuna variedad diferenciable conexa y sea F : M — N wuna aplicacion
difereniable tal que dF,, =0 para todo p € M. Entonces F' es constante.

Demostracion. Sea ¢ € F(M). Entonces F~'(q) C M es cerrado y no vacio. Veamos que también
es abierto. Sea p € F7!(q) y sean (U, = (z1,...,2,)), (V,1 = (y1,...,ym)) sistemas coordenados
alrededor de p y de ¢ respectivamente tales que F(U) C V. Entonces en U tenemos que

0 d(yjoF) 0O .
=dF E — - — 1< <
0=d (&I;l) —1 81‘2 8yj7 ==
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de donde resulta que

d(y;oF
ioF) o 1<i<n 1<j<m
&vi
Esto dice que las funciones y; o F', 1 < j < m son constantes en U, y por lo tanto F(U) = ¢. Luego
F~1(q) es abierto en M y entonces F~!(q) = M. O

5.1. Cambios de coordenadas. Sean (U,¢ = (z1,...,2,)) vy (V,¥ = (y1,...,yn)) sistemas coor-

denados en M con p € U N V. Tenemos dos bases para T,M: {;=|,} v {a%|p}. Veamos como se

) , . o)
expresa cada a—yj\p en términos de los {5.-|p}.

i o) _yn gD :
Existen escalares ay,...a,; tales que 8—yj|p = D k=1 @,j5, |- Entonces esos escalares vienen

dados por
i| (x-)—zn:a 9 (x)—gn:a J a
ayj p\Li) — < k,]axk ) i) — - k,jYk,i — Wi 4
Luego
0 - 0 "0 0 - 0 0
el =S| =S | =3 (o mow‘l)) -
;i l, zzl ! Ox; P 121 Ayjl, 0w, zzl (arj ¥(p) Oxil,

%(p)

i 0
?2(@?

(rio(poy™)),
¥(p)

con lo cual se ve que A = (a;;) es la matriz Jacobiana de ¢ o ¢y~ en ¥ (p).

, ~1
(rio (pov >>) i
de donde resulta que los coeficientes satisfacen

0
’ or;
j

Ejemplo 5.1. Coordenadas Polares. En R? tenemos el sistema coordenado global (R?, Id) y tambien
otros que son C'*°-compatibles con el. Por ejemplo el sistema de coordenadas polares.

Consideremos el abierto U = R? — {(z,y) : © > 0,y = 0}, y sea ¢ : U — R? la aplicacién tal que
rrop=rro0op=_0,1ie.
e(p) = (r(p),0(p)),

donde r = ||p|| y 6 € (0,27) es el dngulo que forma p con el eje z, (tomandolo positivo en sentido
antihorario). Entonces ¢(U) es el rectangulo abierto

R={(r0):0<r0<6<2r},
Tenemos Id: U — Uy ¢: U — R. Las funciones de transicion entre los dos sistemas son
o lt=Idop ' R—=U, ¢p=ypold':U—R,

donde p~1(r,0) = Id o p=Y(r,0) = (rcos(0),rsin(h)).
Luego

rio(Ido o (r,0)) =z, 00 (r,0) = rcos(),
ry0 (Ido @ ' (r,0)) = x50 0 ' (r,0) = rsin(f),

donde 7y, ry son las funciones coordenadas usuales en R? y 21 = 0 Id, x5 = ry0Id, son las funciones
coordenadas de Id. Luego

z10@ H(r,0) =rcos(f), x309 (r,0)=rsin(0).
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En un punto p € U tenemos dos bases de T,U = T,R*:

{a_xl’pv a_m|p}> {E|p7 %|p}~

Procediendo como antes obtenemos

87‘p or lﬁxlp 0rp28x2p
0 4, 0 0 0
81”‘ S >8x1p+8r p(:z:gocp )&cgp_
Or cos(6) 9 Orsin(6) o _
or ©(p) Ox p or ©(p) 0y p
cos(0(p)) 5| +sin(0(p) 2| -
p p
Anélogamente
Sl = =) im0 |+ (o) con(0() 5
o0|, — IR TS G0
Ejercicio 5. 1 (i) Probar que ¢ : U — R es un difeomorfismo.
(41)Calcular -2 Bar ai en términos de 2, 2.

(737) Analizar el cambio de coordenadas del sistema cartesiano al sistema de coordenadas esféricas
3
en R°.

5.2. La diferencial en coordenadas. Dada una aplicacion diferenciable F': M — N y un punto
p € M, la diferencial dF, : T,M — TpyN satisface dF},(v)(f) = v(f o F') para todo vector v € T,,M
y toda funcién suave f € C(F(p)). Sean (U, = (z1,...2,)) y (V,¥ = (y1,...Ym)) sistemas coor-
denados alrededor de p y de F'(p) respectivamente. Calculemos la matrix de dF), en las bases {a%ilp}

y {6y7 |F(p)}

Usando la definicion de dF' podemos escribir

0 - 0 0
dFy (-] ) = (dF( )) (y;) 5~
al'i p ;\ 8:61 P ) 83/] F(p)
ng
Donde 5 5 5
A= (yjoF) = yjoFop = o(poFop™).
Oz, Ori ¢(p) or; ¢(p)

Con lo cual resulta que A = (4, ;) es la matriz Jacobiana de la expresién en coordenadas de ¢o Fop™?
en el punto ¢(p).

Ejemplo 5.2. Dado un sistema coordenado (U, ¢ = (z1,...x,)) de M, sabemos que ¢ : U — ¢(U) C
R™ es un difeomorfismo. Calculemos dp. Seap € Uy f € C®(¢(p)), entonces tenemos

0 0 0
dep(A—1 )(f) = (fop)= (fopop™) = (f)-
Ozil, Ozi|, ori ¢(p) ori ¢(p)
En particular para f = r;, la j-ésima funcién coordenada en R",
0
ol )0 =
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de donde se obtiene que dgop(% p) — %

o(p)

5.3. Vectores tangentes como velocidades de curvas. Una aplicaciéon C*, « : (a,b) — M,
donde (a,b) C R es un intervalo abierto y M una variedad diferenciable se llama curva diferenciable
o suave en M. El vector tangente a la curva en ¢ es su velocidad instantanea y esta dado por

d
a(t) = da(d— ) € TuyM, te€ (a,b).

r

t
Si (U, = (x1,...,2,)) es un sistema de coordenadas y «(t) € U parat € (a’,V') C (a,b) entonces
en términos de las funciones coordenadas ¢ o a(t) = (ay(t), ..., a,(t)) tenemos

n , a
t) = ;ai(t)axi

Notar que esta expresion se parece mucho a la derivada de una curva en R”.

, te(db).
at)

(4) o(t) = da(%

Es muy ttil e intuitivo ver a los vectores tangentes a una variedad M en un punto cualquiera
p € M como velocidades instantaneas de curvas en M que pasan por p.

Lema 5.3. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Todo vector 0 # v € T,M es la derivada de
una curva suave en M que pasa por p.

Demostracion. Sea (U, = (x1,...,x,)) un sistema coordenado alrededor de p € U. Componiendo
¢ con una traslacién en R™ se puede suponer que ¢(p) = 0, es decir que (U, ¢) estd centrado en p.
Considerar la curva

ci(—e€) = M, c(t)=p (tvy,..., tv,),
donde v = Y"1 | via%i]p. Entonces ¢(0) = ¢71(0) = p y ademds como poc(t) = (tvy,...,tv,), resulta

usando (4) que ¢(0) = v. Notar que la curva c¢(t) es regular, i.e. ¢(t) # 0 para todo t. O

En general para poder obtener explicitamente la diferencial dF), en la practica conviene aplicarla
av = a(0), donde « : (a,b) — M es alguna curva suave con a(0) = p. De esa manera como
consecuencia de la regla de la cadena tenemos

d

dF,(v)(f) = dF,(a/(0)) = 7 70(F oa)(t).

Por ejemplo en uno de los ejercicios del practico se considera la aplicacién determinante det :
M(n,R) — R y se pide calcular la diferencial (ddet); : TyM(n,R) — R, donde I es la matriz
identidad. En este caso tener la matriz de esa transformacion lineal no es util.

6. EL FIBRADO TANGENTE

En los ejemplos de variedades que vimos hasta ahora habiamos partido de algin espacio topolégico
localmente euclideo y luego definimos una estructura diferenciable. El siguiente resultado es una
herramienta 1util para dotar de estructura de variedad a un conjunto del cual no sabemos a priori
que sea un espacio topoldgico localmente euclideo, pero que viene equipado con una familia de
subconjuntos distinguidos que estan en biyeccién con abiertos de R”, los que serviran para definir
la topologia y la estructura diferenciable. El siguiente resultado formaliza esta idea y nos sirve para
nuestros préximos ejemplos,

Lema 6.1. Sea M un conjunto (no vacio) y supongamos que existe una familia de subconjuntos
{Uqy : v € A} de M y mapas inyectivos p,, : U, — R™, que tienen las siguientes propiedades:

(i) M = UneaU,, o sea que los miembros de la familia {U, : o € A} cubren M.

(i7) Para cada o € A, po(Uy,) es abierto en R™.

(i7i) Para cada par a, € A, po(Us NUp) y ws(Us NUg) son subconjuntos abiertos de R™.

(iv) Toda vez que U, NUg # 0, la aplicacion ¢, o gogl c03(UaNUg) = @00 (UyNUgz) es un difeomor-
fismo.
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(v) Hay una subfamilia numerable de {U, : « € A} que cubre M.
(vi) Dados dos puntos distintos cualquiera p,q de M entonces, o bien existe algun U, que contiene
a ambos, o bien hay dos conjuntos disjuntos U,,Ugs tales que p € U, y q € Up.

Entonces M tiene una unica estructura de variedad diferenciable C* de dimension n tal que para
cada o € A, (Uy, 90) €s un sistema coordenado.

Demostracion. Recordemos primero la definiciéon de base de una topologia:
Decimos que una familia B C P(X) es base de una topologia de un conjunto X si:
(7) Los miembros de B cubren X i.e. Vax € X, existe U € B tal que x € U,

(1) Six e UNV, con U,V € B, entonces existe W € B, tal quex e W CUNV.

Se define una topologia 7 en X declarando que un subconjunto U C X es abierto, si para todo
x € U, existe un B € B tal que x € B C U (en particular todo miembro de B estd en 7). Dejamos
como ejercicio verificar que 7 es en efecto una topologia en X y se llama la topologia generada por
B. Por ejemplo la familia de los intervalos abiertos de R forman una base de la topologia usual de R.

Consideramos la siguiente familia o C P(M):
o={p,t(V):a €A, yV Cp,(Uy,) es abierto}
Veamos que o es base de una topologia (la generada por o). Dado x € M, por (i) existe o € A tal
que x € Uy. Sea V' C ¢q(U,) un abierto tal que ¢, (z) € V. Entonces z € ¢ ' (V). Luego o cubre
a M.
Por otra parte dados o' (V) y <p/gl(W) en ¢ tenemos por (iii) que @, o @EI(W) es un subconjunto
abierto de ¢, (U, N Ugz) y por lo tanto abierto en ¢, (U,). Entonces el abierto

Lo (VN (a 0z (W) =0, (V) Ny (W),
es un miembro de o conteniendo a x. Ademads notar que todo U, es un abierto de la topologia
generada por o y ademds ¢, : U, — ¢4(U,) resulta ser un homeomorfismo y por lo tanto M es
localmente euclideo. Por (v) existe una subfamilia numerable {U,, : j € N} C {U, : @ € A} que
cubre M. Cada abierto U, tiene una base numerable de abiertos, luego la unién de todos esos

abiertos es una base de la topologia de M, luego M es Ny. Ademés de (v) sigue que la topologia de
M es Ty. Por tltimo (7i¢) implica que A = {(Ua, ¢a) : @ € A} es un atlas C* en M. O

6.1. El fibrado tangente. Dada una variedad diferenciable M, el fibrado tangente de M es la unién
disjunta de todos los espacios tangentes T,,M, con p € M:

TM = UpenT,M.
Un elemento de T'M es un par (p,v), donde p € M y v € T,M. Se define la proyeccién 7 : TM —
M, n(p,v)=np.

Vamos a equipar 7'M con una estructura de variedad C*° de dimensién 2n, donde n es la dimensién
de M.

Tomemos un sistema coordenado (U, = (z1,...,2,)) en M y sea U = (U) C R™. Consideremos
la aplicaciéon @ : 7= 1(U) — R?*", dada por ® = (z,o7,...z, 0w, dzy,...,dx,), o sea
"0
O(p,v) = B(S v
(p,v) = (> v oz,

i=1

)= (@1(p):- - xulp)svr, -y vn), pEU, veETM.
p

_ Entonces la imagen ®(7~"(U)) es el conjunto U x R™ que es abierto en R?". Ademés ® : 7 1(U) —
U x R", resulta una biyeccion, porque su inversa esta dada por

9
3@

n
-1,
O (X, Ty Ve, Uy) 5 U4
i=1 ()
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Tenemos entonces un ”sistema de coordenadas” local (7~ (U), ®) en T'M, aunque todavia no hayamos
definido una topologia en T'M.

Dos cartas (U, = (1,...,2,)), (V;¥ = (y1,...,yn)) en M | tales que U NV # () dan lugar a
(7= 1(U),®), (x~1(V), ¥). Notemos que los conjuntos
U (U)Nre Y (V) =(UNV) xR, o(r " ({U)N7 (V) =pUNV)xR",
son abiertos en R?*". Ademds la funcién de transicién o cambio de coordenadas
Vod ' :pUNV)xR" = p(UNV) xR,

es C'° como resulta de

\I/Oq)il('rl;"'vrnasb‘"7Sn):
\If«owi&% )=
i=1 Hlei(r)
) B n 8y1 " 83/
1 1 . ) .
(ylogo (r),...yno@ (r)>;$’8xi ‘p_l(r)’.”’;szaxi 50_1(7"))‘

Sea {(Uj, i)} una coleccién numerable de cartas coordenadas tal que M = UU; (como M es N, es
Lindelof, i.e. todo cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento numerable). Entonces {71 (U;)}
es un cubrimiento numerable de T'M que satisface las condiciones del Lema 6.1. Finalmente T'M
resulta ser 15 como es facil de comprobar.

Ejercicio 6.1. Probar que la proyeccién 7w : T'M — M es C*° y calcular su derivada.

7. PARTICIONES DE LA UNIDAD

Las particiones de la unidad son una herramienta 1til para construir objetos globales en variedades
a partir de objetos definidos localmente mediante las cartas coordenadas.

Dada una variedad diferenciable M y una funciéon f : M — R, el soporte de f es el subconjunto
de M definido como la clausura del conjunto de puntos en los cuales la funcién es no nula:

(5) sop(f) ={x € M : f(x) # 0}.

Nos interesa construir funciones cuyos soportes estan contenidos en subconjuntos abiertos de M.
Primero estudiamos este problema para el caso M = R".
Vamos a denotar por C(r) C R" el cubo abierto centrado en 0, de semirradio r» > 0, es decir

C(r) = (—=r,r)™

Lema 7.1. Eziste una funcion suave h : R — [0,1] tal que h(t) =1, parat <1, 0 < h(t) < 1, para
1<t<2, yh(t) >0 parat>2.

Demostracion. Consideramos primero la siguiente funcién f: R — R:

et t>0
t: ) )
0 {07 oo

Claramente f es C* en (—00,0) U (0,400). Dejamos como ejercicio probar que todas las derivadas
de f en t = 0 existen y satisfacen f*)(0) = 0, para todo k € N,

Sea ahora la funcién dada por

f2-1)

"= ey )
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El denominador es siempre positivo porque o bien 2 — ¢, o t — 1 son positivos. Luego h es C*°.
Ademés h > 0.

Por otra parte para t > 2, h(t) = 0, porque f(2 —t) = 0, mientras que parat < 1, f(t—1) =0, lo
que implica h(t) = 1, para todo ¢t < 1. Por ltimo es facil ver que 0 < h(t) < 1, para 1l <t < 2. [O

Lema 7.2. Eziste una funcion C>, H : R" — R, tal que H =1 en By(0) y sopH = B»(0).

Demostracion. Definir H(xz) = h(|z|), para todo x € R"™. Entonces H es C* en R" — {0}, por ser
composicién de funciones suaves. Ademéas H = 1 en B;(0), luego H es suave en R". Por ltimo

sopH = By(0), como resulta de las propiedades de h. O

Ejercicio 7.1. (a) Dados numeros reales a < b, construir una funciéon C*, h : R — R, tal que
0 <h(t) <1,Vt,ytal que h(t) =1, parat < a, h(t) =0, parat > b,y 0 < h(t) < 1, paraa <t < b.
(b) Dados a < o’ < b < b, construir una f: R — R, C* tal que 0 < f(t) < 1, Vt, y que cumple que
f(t) =1, paraad <t <V, y sop(f)=la,bl.

Podemos preguntarnos si es posible replicar la construccion anterior de funciones C'*° para el caso
de una variedad diferenciable cualquiera.

Definicién 7.1. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que una familia & C P(X) es localmente
finita si cada = € X tiene un entorno que corta a lo sumo a una cantidad finita de miembros de U.

Definicién 7.2. Sea M una variedad diferenciable y seald = {U,, : « € A} C P(M) una familia que
cubre M. Una particién de la unidad subordinada a U, es una coleccién de funciones {f, : o € A}
todas de clase C"™° en M, que cumple:

(1) 0 < fo(z) <1, para todo z € M y para todo o € A,

(17) sop(fa) C Uy, para todo a € A,

(77i) la familia {sop(f.) : @« € A} C P(M) es localmente finita.

(iv) Y, falx) = 1, para todo x € M (observar que para cada x € M esta suma tiene sélo una
cantidad finita de sumandos).

El siguiente teorema es muy importante y asegura la existencia de particiones de la unidad sub-
ordinada a un cubrimiento dado de una variedad. La demostracion usa las funciones campana que
construimos arriba para R™ y no la daremos aca.

Teorema 7.3. Si M es una variedad diferenciable yU = {X, : « € A} es un cubrimiento de M por
abiertos, entonces existe una particion de la unidad subordinada a U.

Las consecuencias de este teorema son muy importantes. Algunas de ellas son las siguientes.

Proposicién 7.4. Sea M una variedad y sean A y B dos subconjuntos de M tales que A es cerrado,
B es abierto y A C B. Entonces existe una funcion C>®, f: M — R tal que 0 < f(z) < 1, para todo
x € M, y que ademds cumple f(x) =1, para todo x € A y sop(f) C B.

Demostracion. Como A es cerrado, los subconjuntos B, M — A forman un cubrimiento por abiertos de
M. Luego existe una particion de la unidad subordinada a ese cubrimiento, i.e. existen f,g: M — R
funciones C* tales que sop(f) C By sop(g) C M — A, tales que f(x)+ g(z) = 1, para todo x € M.
En particular para z € A tenemos que g(z) = 0, con lo cual resulta f(z) = 1, para todo z € A, y
sop(f) C B. Entonces f es la funcién buscada. O

Corolario 7.5. Toda variedad M admite una funcion C*°, no constante f : M — R.

Lema 7.6. (Lema de extension). Sea M una variedad diferenciable y sea f : A — R una funcion
C* definida en un subconjunto cerrado A C M, i.e. f esld definida en un abierto mds grande V', que
contiene a A y es C* en V. Entonces para todo abierto U tal que A C U, existe una f: M — R,

C*, tal que fla = f, y sop(f) C U.
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Demostracion. Sea V un abierto que contiene a Ay tal que f : V — R es C*, y sea U un subconjunto
abierto cualquiera que contiene a A. Podemos suponer sin problema que V' C U. Sea ¢ : M — R
una funcién C* tal que sop(¢) C V' y tal que ¢ =1 en A. Definimos

~ x)f(x), €V,
fla) = () f(x)
0, x € M — sop(p).
Entonces resulta que f : M — R es C® y extiende f, i.e. f= f en A. O

Ejercicio 7.2. Mostrar que la hipotesis de ser A cerrado en el Lema es necesaria. Es decir si A no
es cerrado, el Lema puede dejar de cumplirse. Buscar ejemplos.

Dos consecuencias ttiles del Lema de extension son las siguientes:

Corolario 7.7. Sea M una variedad diferenciable, p € M yv € T,M. Si f,g € C®(p) son dos
funciones que coinciden en un entorno abierto de p, entonces v(f) = v(g).

Demostracion. Sea h = f — g, entonces por linealidad de v, es suficiente probar que v(h) = 0, si
h = 0 en un entorno abierto V' de p. Consideramos el cerrado A = M —V C M — {p}. Por el Lema
de extensién, existe u € C®°(M) tal que u=1en A,y sop(u) C M — {p}.

Como u = 1 donde h # 0, resulta hu = h, por lo tanto v(h) = v(hu). Ademds como h(p) = u(p) = 0,
podemos aplicar el Lema 4.1 a h 'y u, con lo cual resulta v(h) = 0. O

Corolario 7.8. Sea M una variedad diferenciable y U C M un subconjunto abierto. Consideramos
la aplicacion inclusion v : U — M, que es diferenciable. Entonces para todop € U, dv, : T,U — T,M
es un isomorfismo.

Demostracion. Sabemos que U es una variedad abierta de M y por lo tanto tienen la misma dimension
dim(U) = dim(M). Ademdas como d, es lineal, basta ver que es inyectiva. Sea v € T,U, tal que
di,(v) = 0. Sea B un entorno abierto de p, tal que B C U. Dada f € C*°(U), entonces por el Lema
de extension existe f € C(M) tal que f = f, en B, y sop(f) C U. Entonces f|y y f son dos
funciones en C*°(U) que coinciden en B . Aplicando el Corolario anterior (ver la primera igualdad
abajo) tenemos

v(f) = v(flv) = v(f o) = diy(v)(f).

Luego como lo anterior se cumple para cualquier f € C*°(U), resulta v = 0, por qué?. 0

Nota: el isomorfismo anterior es candnico, es decir no depende de que bases tomemos.
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8. SUBVARIEDADES

Definicién 8.1. Sean M, N variedades diferenciables de dimension m y n respectivamente y sea
f M — N una aplicacion diferenciable.

(a) Se dice que el par (M, f) ( o bien f) es una inmersion, si df, es inyectiva para todo p € M.

(b) Una inmersién (M, f) (o bien f) se dice una subvariedad de N, si es una inmersién inyectiva, o
sea f: M — N es inyectiva y df, es inyectiva para todo p € M.

(¢) (M, f) (o bien f) es una incrustaciéon (o embedding) si f es una subvariedad de N, tal que
f: M — f(M) es un homeomorfismo, donde f(M) tiene la topologia relativa de N.

Ejemplo 8.1. Veamos los siguientes ejemplos:

(1)

El ejemplo tipico de subvariedad es la inclusion ¢ : R™ — R”,

WXy, oy Tm) = (X1, o Ty Q1 -+ 5 Q)

Imaginamos a R™ dentro de R™ como una "rebanada” o ”"tajada” que estd a una ”altura”
a = (amit,.-.,a,) € R"™. En este caso (R™, 1) es ademés un embedding.

Sea f: R — R3 dada por f(t) = (cos(t),sin(t),t). Vemos que la imagen de f es una hélice.
Entonces,

(i) f es C,

(7i) f es una inmersién. Para ver eso calculamos

d 23 d 0
/ t = d = o e O  — e
f< ) ft(d?" t) P dr t(rk f) 87% £t
0 0
—sin(t)— — — = (—si 1).
sm(zf)ar1 0 + cos(t) o2 + o I (—sin(t), cos(t), 1)

Luego f'(t) = dfy(£]:) # (0,0,0), V¢
Hemos usado que (%|p se identifica con el vector ey.

Cualquier vector tangente v € T;R es de la forma v = ad%]t, con a € R. Luego

df(v) = adf(%m = a(sin(t), cos(t), 1).

En particular df;(v) = 0 sii @ = 0. Luego df; es inyectiva para todo t € R. Con eso vemos
que f es una inmersion.
Ademsds (R, f) es subvariedad porque f es ademés inyectiva.
(7i1) Veamos que f es un embedding, i.e. f es abierta:

Sea (a,b) C R un intervalo abierto. Entonces f((a,b)) = f(R) N U, donde
U={(r,y,2) €ER’:a < z < b},

que es abierto en R3. Luego f es abierta y por lo tanto f es un embedding.

Consideremos la esfera S? C R3, con la estructura diferenciable usual (recordar el atlas de
seis cartas y completar al tinico atlas maximal que lo contiene, etc.) y sea ¢ : S? — R3 la
inclusion «(z) = z. Es facil chequear que ¢ es C*. Veamos que (S?,:) es un imbedding.
Primero veamos que di, es inyectiva para todo p = (p1, p2,p3) € S?. Consideremos sélo el
caso en que p3 > 0, siendo los otros andlogos. Entonces p € Uy, donde (U, ¢F) es una carta
de S?, con

Spg_(xaya Z) = ('Ivy)7 (90;;)_1(7’1,7"2) = (Tlar27+\/ 1— T% - T%)

Notar que las funciones coordenadas de ¢ son precisamente z,y, i.e. ¢35 (q) = (z(q),y(q)) =
(a1, 42), Vg € Uy
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Una forma de ver que du,, : T,5% — T,(,)R? es inyectiva, es comprobar que lleva una base de
T,S5? en un conjunto linealmente independiente de T,R®. Recordemos de lo visto antes que

C T,5?,
(91; ‘ b C
es una base. Ademas
0 °L 9 %) —D
diy(5=| ) =) = (reoto(pf) )a—| =10, —/———).
Oz |, ; O r ) Ok |, ) V1—p?—p}

Notar que hemos usado la identificacién %]p = ex(p).

De la misma manera obtenemos (sin repetir las cuentas) que

0 —D2
Ay (2] )= (0,1, —P2 ).
"oyl V1—pi—p3

Luego la base {a% } es llevada por di, al conjunto de vectores linealmente indepen-

dientes

0
|p7 a_y|p
(1707%)7 (0717%)

V1=pi—p V5I=pi—p
Las cuentas usando otros sistemas de coordenadas en S? son andlogas. Luego (S%¢) es

subvariedad. Por tltimo veamos que ¢ : S% — ((R?) C R? es abierta: como S? es compacta y
1(S?) es Ty con la topologia relativa de R3, resulta ¢ : S? — +(5?) un homeomorfismo.

(4) A continuacién veamos un ejemplo de subvariedad que no es embedding.

Consideremos la curva suave f : R — R? dada por
in(2t
£(8) = sin(®)(cos(t), 1) = (322D ny).

Su imagen es la figura ocho o Lemniscata de Bernouilli:

Lemniscata de Bernouilli o ”figura ocho”

Entonces f es inmersion porque f'(t) = (cos(2t),cos(t)) = (cos?(t) — sin?(2t), cos(t)) # 0
para todo t. Pero f no es subvariedad porque no es inyectiva: f(0) = f(7) = f(27) = 0.

En vez de f consideremos su restriccién al intervalo (0,27): g = f|o2r). Entonces
g : (0,21) — R? es una inmersién inyectiva, o sea es una subvariedad. Ademés se cumple
que Im(g) = Im(f), que es la figura ocho o lemniscata de Bernouilli. Es un ocho cuyo eje
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vertical de simetria es el eje y y su eje horizontal de simetria es el eje x (ver figura de arriba).

Probemos que g~' : Im(g) — (0,27) no es continua, donde en I'm(g) consideramos la
topologia inducida de R?. Basta encontrar una sucesién {a,} C Im(g) tal que a, — a €

Im(g), pero tal que g~ (an) # g~ (a).

Tomamos a, = g(+) = sin(=)(cos(£),1). Entonces g~'(lim, 0 a,) = g~*(0,0) = m. Por
otro lado lim,, o g7 (a,) = lim,, 0 1/n = 0. Luego ¢! no es continua y por lo tanto ¢ no
es abierta y por lo tanto no es embedding.

Si restringimos f al intervalo (—m,m) obtenemos otra subvariedad h = f|_~~) tal que
Im(h) = Im(g), que tampoco es embedding. Para comprobarlo proceder de la misma manera
a como lo hicimos con g.

Definicién 8.2. Dos subvariedades (M, f1), (Ma, f2) de N se dicen equivalentes, si existe un difeo-
morfismo f : My — M, tal que fyo f = fi:

M1—>N

~ol

Notar que si (M, f1) v (Ms, f2) son equivalentes entonces se cumple fi (M) = fo(Ms) y el difeo-
morfismo es f = f, ' o fi.

Es facil comprobar que ser variedades equivalentes es una relacion de equivalencia en el conjunto
de subvariedades de N.

Ejemplo 8.2. Recordemos del ejemplo " figura ocho” o lemniscata de Bernouilli que las subvariedades
g:(0,27) - R, y h: (—m,7) — R? tienen por imagen el ocho: i.e. Im(g) = I'm(h) = figura ”ocho”.
Recordemos que g = f|2x), h = f|(—rr), entonces tenemos el siguiente diagrama

(0,27) —2— R2

S T

en donde f =h"log:(0,2r) = (—m, ). Queremos estudiar f. De la definicién de h, g, resulta
h(t) = g(t), para 0 < t <,
h(t —2m) = g(t), para m < t < 2.

Entonces
_ t, para 0 <t < T,
(htog)(t) =
t—2m, paraw <t <?2T.
de donde resulta que f = h™' o ¢ no es continua en t = 7. Luego ¢,h no son subvariedades
equivalentes.

Proposiciéon 8.1. Sea N una variedad y sea O una clase de equivalencia de subvariedades de N.
Entonces O tiene un dnico representante de la forma (A, 1), donde A C N, tiene una estructura
diferenciable tal que v : A — N es C*°, y du, es inyectiva Vp € A.
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Demostracion. Sea (M, f) € O, (o sea f: M — N es una inmersién que es equivalente a todo otro
miembro de O) y sea A = f(M), con la topologia que hace de f: M — f(M) un homeomorfismo.
Resulta fécil verificar que con esta topologia f(M) resulta localmente euclidea. Por otra parte toda
carta (U, ) de M, determina una carta (f(U),po f~') en f(M). Dejamos como ejercicio verificar
la compatibilidad entre estas cartas. Con esta estructura diferenciable resulta f : M — A un
difeomorfismo y la inclusién ¢ : A = f(M) — N resulta ser C*, inyectiva y ademds di,, inyectiva
para todo p € f(M). O sea (A,¢) es una subvariedad en la clase O. O

Nota 8.1. La estructura diferenciable en A dada en la demostracion es la tinica estructura diferenciable
en A tal que 1 : A — N es subvariedad. La unicidad es consecuencia del siguiente hecho mas general:
Si X es un espacio topoldgico localmente euclideo que admite dos estructuras diferenciables Fi, Fo,
entonces la identidad Id : (X, F) — (X, F2) es un difeomorfismo si y sélo si F; = Fo.

8.1. El teorema de la funcidon inversa en variedades. Recordemos de Andlisis Matematico 111
el siguiente resultado:

Teorema 8.2. Sea f : U — R" una funcion C*, con donde U C R", es abierto y sea p € U. St df,
es 1 —1 ( por lo tanto df, es un isomorfismo), entonces existe un entorno abierto V de p, tal que
f(V) es abierto y tal que fly : V — f(V) es un difeomorfismo.

Ejercicio 8.1. Sea f : (0,+00) x (0,27) — R? dada por f(r,0) = (r° + 3r3 + r)(cos(), sin(0)). Sin
calcular la inversa, probar que f es un difeomorfismo sobre su imagen R? — {(z,0) : x > 0} .

Ejemplo 8.3. Sea f : R — R dada por
r+2%sin(L), x #0,
f(x) = { (x)

0, six=0.

Entonces f es derivable en todo R y f/(0) = 1, sin embargo f no es inyectiva en ningin entorno
abierto de z = 0. Cémo es posible? La clave es que f no es C!, i.e. f' no es continua.

Teorema 8.3. de la funcion inversa en variedades. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable
entre variedades tal que df, : T,M — Ty N es un isomorfismo. Entonces existe un entorno abierto
V' de p, tal que f(V') es abierto en N, y tal que fly : V — f(V) es un difeomorfismo.

La demostracion es consecuencia directa del Teorema de la funcién inversa de Analisis I11. Dejamos
los detalles como ejercicio.

Para lo que sigue recordamos algunos resultados de algebra lineal.
Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Recordamos que su espacio dual esta definido por

V*={A:V — R: \es lineal}
Si {v1,...,v,} es una base de V, se define v* € V* por
Ui(’Uj) = (57;7]'.

Resulta que {v',... v"} es una base de V*. En particular dimV* = dimV .

Proposicion 8.4. Sea M una variedad y sea f : M — R diferenciable, entonces df, € TyM es
el funcional lineal definido por df,(v) = v(f), para todo v € T,M. Dado un sistema coordenado
(U, o= (21,...,2,)) conp €U, entonces {(dx1)|p, ... (dv,)|p} CT;M, es la base dual de la base de
vectores coordenados {%|p; 1<i<n}.
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Demostracion.
0 0 O(z;0p™h) or; .
drvilp(5—lp) = 5| 2= ——F = =01,].
O Oz, Or; ¢ (p) or; ()
O
Dada una base {A1,..., A\, } de V*, serd dual de alguna base de V? Una forma de responder la

pregunta es recurrir al dual del dual: (V*)*. Se define
V=V o)A =Av), veV, XeV"
Entonces resulta que ¢ es un isomorfismo y no depende de ninguna elecciéon de bases.

(Es suficiente ver que ¢ es inyectivo: si A(v) = 0 Vv € V, en particular A(e;) = 0, 1 < i < n, donde
e; es una base. Luego A = 0.)

Sea {A!,...\"} C (V*)*, la base dual de {\,...,\,} C V*. Aplicando el isomorfismo natural ¢,
tenemos n vectores {v; = ¢~1(\))}. Es facil probar que {\1,...,\,} es dual a la base {vy,...,v,}.
Ejercicio.

Definicién 8.3. Dada una transformacién lineal 7' : V' — W, se define su dual
T W=V T =EoTeV", VEeWr
Proposicion 8.5. Sea T : V — W wuna transformacion lineal. Entonces

(1) T es inyectiva = T™* es sobreyectiva,
(2) T es sobreyectiva = T* inyectiva,
(3) T isomorfismo < T* isomorfismo.

Dejamos la demostracion de la proposiciéon como un ejercicio de algebra lineal.

Definicién 8.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon m, y sea p € M. Un conjunto
de funciones {g1,...gx} C C*>(p), se dice independiente en p, si sus diferenciales (dg1),, .- ., (dgk)p,
forman un conjunto linealmente independiente de Ty M.

Ejemplo 8.4. Si (U,¢ = (z1,...,2,)) es un sistema coordenado entonces {(dz1),, ..., (dz,),} es
: : M ) 0

independiente en p, por ser base de T M, i.e. es la base dual de {8—m\p, . E]p}.

Proposicién 8.6. Sea M una variedad diferenciable con dimM = m, y sean {y1,...,ym} funciones

C> de un abierto U en R, que son independientes en p € U. Entonces existe un abierto V-C U, con
peV, tal que (V,((y1)|v,---, (Um)|v)) es un sistema coordenado.

Demostracion. Considerar la aplicacion C* ¢ : U — R™ dada por ¢ = (yi1,...,ym). Hay que
probar que ¢ es un difeomorfismo en un entorno abierto de p. Por hipétesis resulta que dy, es un
isomorfismo. Para eso miramos dyy:

d@;((drj)’<p(p)> = (drj>|<ﬂ(]?) odyp, = d(rjo )|, = (dy;)p-
Luego diy lleva la base {(dr;)|,(y) } en la base {(dy;),} y por lo tanto dy} es un isomorfismo, lo cual
implica que dyp, es un isomorfismo . Luego por el teorema de la funcién inversa existe un entorno
abierto V' de p, tal que (V') es abierto y tal que ¢|y : V' — (V) es un difeomorfismo. En particular
resulta que (V, ¢|y) es un sistema coordenado. O

Proposicion 8.7. Sea M wvariedad de dimension m, y sea U C M un subconjunto abierto. Si
i,y € C®(U), con k > m, tales que el conjunto {(dy1), ..., (dyx)p} C Ty M, genera T;M,
entonces existe un subconjunto {iy,...,i,} C {1,2,...,k} tal que (V,((yi,)|v,--- (yi,,)|v)) es un
sistema coordenado en algun abierto V-C U conp e V.



24 NOTAS DE CLASE DE GEOMETRIA SUPERIOR

Demostracion. Como {(dy1)y, - - -, (dyx),} genera T M, podemos extraer un subconjunto
{(dyi)ps- -+ (dyi )p} € {(dy1)ps -, (dyx),} linealmente independiente y aplicamos la Proposicién
anterior. ]

Proposicién 8.8. Sean M y N variedades de dimensiones m y n, respectivamente y sea f : M — N
una aplicacion C*. Dado p € M, tal que df, : T,M — Ty, N es inyectiva, sea ¢ = (x1,...,%,),
un sistema coordenado en un entorno abierto de f(p). Entonces existe un subconjunto {i; < --- <
im} CA{L,...,n}, tal que vy = (x;; o f,...,x; o f) es un sistema coordenado de M en cierto abierto
que contiene a p.

Demostracion. Como df, es inyectiva resulta df,; : T%,)N — T;M sobreyectiva. Por otra parte
tenemos

d(xio f), = (dxi)f(p) odf, = df;((dl'i)f(p)), 1< <m.

Luego el conjunto {df;((dx1)s@)), - - -, df;((dom)fp))} genera Ty M. Entonces la afirmacién sigue de
la proposicién anterior. 0

Definicién 8.5. Decimos que una aplicacion C*°, f : M — N, se factoriza a traves de una subvar-
iedad (P, g) de N, sila imagen de f cae dentro de la imagen de g: f(M) C g(P). En este caso queda
determinada una aplicacién fy : M — P dada por fo = ¢ o f y es la tinica tal que g o fy = f:

M-Iy N

N

Surge la pregunta siguiente: bajo qué condiciones fy es C°°?7 No siempre, como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.5. Recordemos las subvariedades g : (0,27) — R? y h : (—7,7) — R? que tienen por
imagen la figura ocho: i.e. Im(g) = Im(h) = "ocho”.
Tenemos el siguiente diagrama

(0,27) —L— R?

en donde f =h log:(0,27) = (—m, 7).

Lema 8.9. de factorizacién. Sea f: M — N, un mapa C*, y sea (P, g) una subvariedad de N,
tal que f(M) C g(P).

(a) Si fo=g o f es continua, entonces es C*°.

(b) Si g es imbedding, entonces fo =g ' o f es C*.
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M N

N

Demostracién. Sean d = dimP < n = dimN y m = dimM y supongamos que fy = g ' o f es
continua. Dado ¢ € M, queremos ver que fp es C'* en un entorno de gq.

Sea (V,©¥ = (y1,...yn)) un sistema coordenado alrededor de f(q) en N, y sea p € P tal que
f(q) = g(p). Como dg, es inyectiva, existen {iy,...,iq} C {1,...,n} y un entorno abierto U de p en
P, tales que (U, 7 = (y;, 0 9,...Yi, ©g)), es un sistema coordenado en P, alrededor de p.
Reordenando coordenadas podemos suponer que i; = 1,...iq = d. Llamando 7 : R* — R? la
proyeccion en las primeras n coordenadas tenemos que 7 = 7w o 1) o g.

Sea W = f;'(U). Entonces W es abierto en M por ser f; continua y ademas W contiene al punto
q. Entonces

7o (fo)lw =moogo(fo)lw=moo flw,

que es C* en W por ser composicion de funciones C'™ y por lo tanto fy es C* en W. Luego es
posible cubrir M de abiertos donde f; es C'*°, luego es C°.

(b) Si g es embedding g : P — ¢g(P) es un homeomorfismo, donde g(P) tiene la topologia relativa
de N. En particular g es abierta, o sea g lleva abiertos de P en abiertos de g(P). Luego g ! es
continua y por lo tanto fy = ¢! o f es continua, y por el Lema resulta fo = g~ ' o f, C°. U

Vimos que toda clase de equivalencia de subvariedades de N tiene un tnico representante de la
forma (A, ), donde A C N es un subconjunto de N con una topologia (no necesariamente la in-
ducida) y una estructura diferenciable tal que la inclusién ¢ : A — N es una inmersién.

Sea (A, ) una subvariedad de una variedad N, donde ¢ es la inclusién. Como ¢ es en particular
continua, la topologia de A, es posiblemente mas fina que la topologia relativa, es decir que puede
tener més abiertos. El ejemplo tipico de esta situacién es el "ocho”: A = ¢(0,27), con la topologia
"copiada” de (0,27) mediante g. Entonces por ejemplo g(5,37) es abierto en A, pero no es un

2
abierto en el ocho.

Veamos que si A tiene una topologia fija 7 localmente euclidea Ty y Ny (no necesariamente la
inducida de V), entonces existe a lo sumo una estructura diferenciable (puede no existir ninguna) en
A tal que (A, 1) es subvariedad de N. Para demostrar esto supongamos que existen dos estructuras
diferenciables Fi, F en A, ambas compatibles con 7. Tenemos el siguiente diagrama :

(A F,)) —— M
]

(A, F)

donde ¢ es la inclusiéon. Entonces como la topologia en A es la misma, la identidad Id : A — A
es claramente un homeomorfismo y en particular es continua. Luego por la Proposicion 8.8 y su
Corolario, resulta que Id : (A, F;) — (A, F2) es C*. Intercambiando los roles de F; y JFa, resulta
que Id: (A, F3) — (A, F1) es C*°, de donde concluimos que F; = Fo.

Ejemplo 8.6. Antes probamos que la inclusién ¢ : S? < R? es un embedding. Entonces la estructura
diferenciable usual de S? es la tnica ”"compatible” con la topologia relativa.
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8.2. Rebanadas. Consideremos el cubo abierto, centrado en 0 € R™, de ancho 2¢:
Cu(e) ={(r1,...,rn) ER" : |1y| < e} = (—¢,e)",
yseaa € Cy(e), tal que a; = ...a,, = 0. La tajada o rebanada de C(¢) a la altura a es el subconjunto
R(a)=A{(r1,...,m) €C(e) :r;=a;, m+1<i<n}

Definicién 8.6. Sea M una variedad y (U, ¢ = (x1,...,x,)) un sistema coordenado cibico en M,
centrado en p € U, i.e. p(U) = Cy(e). Dado a = (amt1,...,a,) € R"™ con |a;| < e. La rebanada
R(a) de (U, p), a la altura a, es la preimagen por ¢ de la rebanada {r € C,(¢) : r; = a;, m+1 <
i <n}:

Rla)=¢ '({reCle):ri=a;, m+1<i<n})={q¢cU:2(q) =a;,m+1<i<n}
Nota 8.2. Para todo p € M, existe un sistema coordenado cibico (U, ¢) centrado en p. Por qué?

Ejemplo 8.7. El sistema de coordenadas polares. En el abierto U = R? — {(x,y) : x > 0,y = 0},
sea ¢ : U — R2, el sistema de coordenadas polares tal que rj 0 p = 1,790 0 = 0, i.e.

o(p) = (r(p),0(p)), VpeUl,

donde r = ||p|| v 0 € (0,27) es el dngulo que forma el vector p con el eje z, (tomandolo positivo en
sentido antihorario). Se vé facilmente que @(U) = {(r,0) : 0 < r,0 < 6 < 27}, que es una franja
abierta semi-infinita de ancho 27. Sea pg € U, ¢(p) = (r9,0p). Entonces para e suficientemente
chico,

V=A{peU:rg—e<r(p) <ro+eby—c<l(p) <by+c}
es un entorno cubico de py, con V' C U. Las rebanadas de V' son (segmentos de) rectas radiales y
(partes de ) circulos concéntricos.

La demostracion de la siguiente proposiciéon queda como ejercicio:

Proposicién 8.10. R(a) con la topologia relativa tiene una estructura diferenciable tal que (R(a), )
es subvariedad de U, y por lo tanto también de M.

Ejemplo 8.8. Sea f: R — R una funcién C*°. Entonces el grafico G(f) es una subvariedad de R?,
por qué?. Queremos encontrar un sistema coordenado (U, ) de R? tal que G(f) sea una rebanada.
Definimos ¢ : R? — R?,

90(87” = (‘T(Sv t)7y<37t>) = (Svt - f(S))
Entonces ver que ¢ : R* — R? es un difeomorfismo y que G(f) = R(0).

Proposicién 8.11. Sea f: M — N una inmersion, con m = dimM < n = dimN, y sea p € M.
Entonces eziste un sistema de coordenadas cibico (V1) centrado en f(p), y un entorno abierto U
de p tal que f|y es inyectiva y f(U) es la rebanada R(0) de (V,v). Ademds resulta que (U, flv) es
un embedding en N.

Demostracion. Idea de la demostracion tomada del libro de Warner. Existe una demostracion mejor
en el libro de Spivak que pronto daremos.

Sea (V',7 = (y1,...,yn)) un sistema de coordenadas centrado en f(p). Como df, es inyectiva, por
Proposicién 8.8 existe un entorno abierto U’ de p, y un subconjunto {iy,...4,} C {1,...n}, tales
que (U, 7= (yi, o f,... i, o f)) es un sistema coordenado al rededor de p en M. Renumerando las
coordenadas de 7 de modo que {iy,...%,} ={1,...,m}, podemos escribir

T=(of, ...ymof)=moTof,
donde 7 : R™ — R™ es la proyeccion sobre las primeras m coordenadas.

Miramos a 70T = (y1,...,Ym) : V — R™. En el abierto V" := (ro7) " (7(U’)) C V' C N, definimos
funciones x1, ... ,:
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Ti = Yi, 1<e<m,
ri=y;i—yiofo(T)loror, m+1<i<n.
Afirmacién: las funciones x, ...z, son independientes en f(p): existen constantes a;;, adecuadas
tales que
{(dﬂ«“i)f(p) = (dyi) 1) l<i<m,
(dzi) py = (dyi) ) + 20000 @ij(dyi) sy, m+1<i<n.

De estas ecuaciones resulta que {dz1,...dz,} son independientes en f(p). Luego por la Proposicién
8.6, 1, ...z, forman un sistema coordenado en un entorno abierto de f(p). Sea V' un entorno ciibico
abierto de f(p), donde ¢ = (z1,...x,) es un sistema coordenado. Tomando U = f~ (V") N U’,
resulta que U, (V, ¢) son el entorno y el s.c. requeridos. U

Corolario 8.12. sobre la forma local de una inmersién. Si f : M — N es una inmersion y
p € M, entonces existen sistemas coordenados ciubicos (U, ), (V,1) centrados en p y f(p), respecti-
vamente, tales que

wofogpil(rlw"arm) = (Tla"'armaoa"wo)a
(notar que f(U) es una rebanada de (V,)), i.e. toda inmersion es localmente una rebanada.

Demostracion. Seap € M,y (V1 = (y1,...ys)) el entorno cibico centrado en f(p) de la Proposicién
anterior, con ¢ : V' — C,,(€) C R™ y sea U el entorno abierto de p en M tal que f(U) es la rebanada
R(0) de V:
fU)=A{f(@) €V.q €U : yms1(f(a)) = - = yu(f(q)) = 0}
Sea p = (10 f,...,ymo f) =mm ot o f. Entonces p(U) = C,,(e) C Cpr(e), y v : U C Cp(e) es
un difeomorfismo: se ve que su inversa estd dada por
o t=froy T oty Cule) = U,

donde ¢, : Cpp(€) = {(r1,72, ... 7, 0,...0)} <= C,(g), es la inclusién. De esto sique que (U, ) es un
entorno coordenado ciibico centrado en p, tal que 1) o f o ¢! tiene la forma deseada. U

Ejercicio 8.2. En general f(U) C VN f(M), pero si f es embedding entonces es posible encontrar
(U, ), (V,19) como arriba, tales que f(U) =V N f(M).
Dar un ejemplo de una subvariedad no incrustada en donde f(U) C V' N f(M), pero no vale el igual.

8.3. Subvariedades definidas implicitamente. Dadas m ecuaciones con n 4+ m incégnitas

fl(xla"'a'xn7y1a"'7ym) :()7
folx1, o Ty Y1y Ym) = 0,

fm(xla"wxnayla"':ym) :Ov

surge la pregunta: ;Qué condiciones aseguran la posibilidad de ”despejar” (no siempre significa hallar
soluciones explicitas) por ejemplo las variables y’s en términos de las x’s?

N = gl(l‘ly C 7mn)7

Ym = Gm(T1, .., T).

El siguiente resultado conocido como el teorema de la funciéon implicita da una respuesta:
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Teorema 8.13. Dada f : O — R™ diferenciable, donde © C R™™™ es un subconjunto abierto. Sean
(x,y) = (1, Tp, Y1, .- Ym) las coordenadas en R"™™. Asumiendo que en un punto (xg,yo) € O,
se cumple

f(l‘oayo) =0,

{ggj (%,yo)} )

1<i,j<m
es no-singular, entonces existen entornos abiertos U C R™ de xg, y V C R™ de yo, y una aplicacion
g:U—V, C® tales que f(z,g(x)) =0, para todo x € U, con g(xo) = yo.

y ademas que la matriz n X n,

El Teorema anterior se generaliza para variedades y adopta la siguiente forma:

Teorema 8.14. de la funcién implicita en variedades. Sea f : M — N wuna aplicacion C,
con m = dimM >n = dimN. Dado qo € f(M), sea P = f~*(q) C M.

Sidf, + T,M — T, N es suryectiva para todo p € P, entonces fijando la topologia relativa en
P, existe una unica estructura diferenciable en P, tal que (P,t) es un embedding en M. Ademds
dimP = dimM — dimN .

Para demostrar este teorema necesitamos antes establecer el siguiente resultado:

Proposicién 8.15. Sea f : M — N una aplicacion C*, y sea p € M tal que df, : T,M — Ty, )N es
sobreyectiva (m > n). Sea (V;1 = (y1,...yn)), un sistema coordenado tal que f(p) € V. Entonces
las funciones yy o f,...,y, o f forman parte de un sistema coordenado en algun abierto U C M
entorno de p.

Demostracion. Como df, es sobreyectiva, su dual df,; : Ty, N — Ty M es inyectiva. Ademas tenemos
que

dfr((dyi)p) = d(yi o f)p, 1<i<nm,
de donde resulta que {(dyi o f)p, ..., (dyn o f),} C T; M, es un conjunto linealmente independiente.

Sea (W,n = (z1,...,2,)) un sistema coordenado cualquiera en M, alrededor de p. Entonces el
conjunto
{d(yl © f)p’ s 7d(yn o f)p? (dxl)m T vd(xm>p}
genera a Ty M. Entonces es posible elegir m — n funciones {z;,,,...7:,} C {21,..., 2}, tales que
{d(yl © f)pv s 7d(yn © f)pv (dxin+1>p7 tot vd(xim>p}
es una base de Ty M. Luego por resultados anteriores resulta que (y10 f,...,yn0 f, %, ... T4,), €8
un sistema coordenado en algin entorno abierto U de p. U

Demostracion del Teorema 8.14: fijando la topologia inducida en P, veamos que tiene una estructura
de variedad diferenciable de dimensién m — n.

Sea 1) = (y1,...,Yn), un sistema coordenado centrado en gy € N, definido en un entorno abierto
de qo. Como df, : T,M — T, N es sobreyectiva, por la proposicién anterior existen funciones
Tpil,- .- Ty, y un entorno abierto V' de p tales que

Vie=(r1=wm0of,...xp=yno f,Tpi1,..-Tm))

es un sistema coordenado cubico en M, centrado en p. Entonces se ve que ¢ o f = 7w o ¢, donde
7w : R™ — R", es la proyeccién sobre las n primeras coordenadas. Entonces para todo punto p’ € PNV
se cumple

zi(p') = yi(f(P)) = vi(@) =0, 1<i<n
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Reciprocamente, si un ¢ € V' cumple z;(¢) = 0, 1 < i < n, entonces y;(f(q)) =0, 1 < i <mn, con lo
cual ¥(f(q)) =0, de donde f(q) = qo, por ser ¥ inyectiva. Luego g € P. O sea que

(6) PNV ={qeV:x(q) = =uz,(q) =0}

Luego para todo punto p € P, existe un entorno coordenado cubico (V.o = (x1,...2,,)) en M
centrado en p, tal que PNV es una rebanada de V' de dimensién m —n dada por (6). En el abierto
V' = PNV definimos el sistema coordenado

¢ = ($n+1|V’7"-7wm’V/) = Tim—n O @ O Ly,

donde 7,,_, : R™ — R™ ™ es la proyeccion sobre las ultimas m — n coordendas y tyr : V' < V es
la inclusién. Veamos que estos sistemas coordenados ctibicos asi construidos son C'*° compatibles.
Sean (V', W), (U’, @), sistemas coordenados con la propiedad del teorema y tales que: U' NV’ # 0.
Entonces

DoV = (Typo@ous)o(Tmpothouy) =

Tmn© @0ty oty UV NU) = (V' NU),
que es O pues @ o1~ ! ya lo era. Notar que
'ﬂ-m_n’{o}XRm—n . {0} X Rm_n — Rm_n

tiene por inversa a la inclusion ¢y, : R™™™ — {0} x R™ ™. Ademés la imagen de ¢! o 1,,_,, cae
dentro de V' N U’, con lo cual ¢y o (1y7) "' =id en V' NU'.

Falta verificar que con esta estructura diferenciable que hemos definido en P la inclusion ¢ : P — N
es C: sea (V,¢) un entorno coordenado cibico centrado en p € P, y sea (V' = V N P, ®) el
correspondiente sistema coordenado. Entonces resulta

woto® Nty .. tmn) = (0,...,0,t1,. ., tm—n),

luego ¢ es diferenciable. Por tltimo la comprobacién que dt, es inyectiva queda como ejercicio. UJ

Ejercicio 8.3. Mostrar que el teorema de la funciéon implicita usual es efectivamente un caso par-
ticular del teorema de la funcién implicita en variedades.

Ejemplo 8.9. Sea P C N una subvariedad dada implicitamente y sea f : M — P una funcién, tal
que to f: M — N es C*. Entonces f: M — P es C™.
En efecto como P esta incrustada, resulta f continua y por lo tanto C'*° por el Lema de factorizacion.

Ejemplo 8.10. Sabiamos que S™ C R™"! tiene una estructura diferenciable (con la topologia rela-
tiva), tal que la inclusién es embedding. Vamos a probarlo usando el teorema anterior. Consideramos
f: R — R, dada por f(z) = ||z|*. Entonces S™ = f~1({1}).

Para aplicar el teorema sélo falta verificar que df, : T,R"™' = R"*! — T1R = R, es sobreyectiva
para todo p € S™.
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d
dfp,(v) = dfp(% p+tv) =
d
7 t:()f(p +tv) =
7 tzo(p +tu,p+ tv) =

— 1 (lpl* +2t(p, v) + *]|v[|*) = 2(p, v).
t=0

Luego df, : T,R™" — R, no manda todo al cero. En efecto, observar por ejemplo que df,(p) =
2||p||* > 0, para todo p # 0. Luego df, es sobreyectiva para todo p € S™.

Ejercicio 8.4. Sea [ : Gl(n,R) — V la funcién f(A) = AA!, donde V es el espacio vectorial de las
matrices simétricas n X n. El conjunto f~*(I) = O(n), es el grupo ortogonal, con el producto de
matrices.

Probar que O(n) tiene una tnica estructura de variedad tal que (O(n), ) es un embedding en Gl(n, R)
y calcular su dimensién.

8.4. Extensioén de funciones. Considerar la inclusién
t:R—=R? (z) = (2,0), VreR.

Entonces (R,¢) es un embedding en R?. Dada una funcién C*®, g : R — R, la extensién natural de
gaR? es g(x,y) = g(x), o sea gor = g. En particular §: R* — R es C*°.

En general dada una subvariedad (M, f) de N y una funcién C*°, g : M — R, no siempre es posible
encontrar una funcién C'* globalmente definida g : N — R, tal que extienda g, i.e. tal que go f = g.
Por ejemplo sea M = (0,1) C R, y sea f: M — R dada por f(z) = ﬁ Entonces no es posible
extender f a una funcién C*° definida en todo R. Sin embargo si (M, f) es un embedding y f(M)
es cerrada en IV, entonces si.

Proposicién 8.16. Extension local de funciones. Sea (M, f) una subvariedad de N. Sea g : M — R
una funcion C. Entonces dado p € M, existen un abierto U C M, p € U, y un abierto V C N, tal
que f(U) C V, y una funcion C*, g: V — R, C*® que extiende a g, o sea §(f(q)) = g(q), para todo
qeU.

Demostracion. Podemos suponer que la inmersién es (M, ), donde M C N. Dado p € M, existe
un entorno coordenado cibico (V.ih = (y1,...y,)) centrado en p, tal que U =V N M es la rebanada

R(0) de V:
U={g€V :yni1(q) = =ynlq) =0}
Sea 7 : V — U la proyeccién natural definida como sigue: si ¢¥(q) = (rq,...,r,), entonces
7(q) =¢, donde ¥(¢)=(r1,...,"m,0,...,0)
Entonces se ve que m es C*°. Definimos g : V' — R por
j=gor.
Entonces §: V - Res C®y gly = g|v- O

En general no es posible extender globalmente a una funcién suave definida sobre una subvariedad
inmersa. Sino sélo localmente. En el practico se estudian algunos casos.

Teorema 8.17. Sea N una variedad y (M, ) una variedad incrustada (embedded), donde v : M — N
es la inclusion y M es cerrada en N. Sea g : M — R una funcion C*, entonces g admite una
extension a una funcion C>®, g: N — R, es decir, existe una §g: N — R, C*, tal que g|p = g.
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Demostracion. Para cada p € M, hay un entorno cibico V,, centrado en p, tal que M NV, es una
sola rebanada de V, (y no una unién de rebanadas). Extendemos la g localmente de la rebanada
V, N M a una funcién C*° definida en el cubo V;:

G Vo =R, gy=gom,

donde m, : V, = M NV, es la proyeccion natural de V, sobre la rebanada M N V,. Luego g, es C.
Tenemos entonces que U = {V,, : p € M} U{N — M} es un cubrimiento abierto de N. Por lo tanto
existe una particién de la unidad {p,} subordinada a U.

Tomamos la subfamilia {¢},} C {¢,}, de las funciones que satisfacen

soplgl) VM #0,  sop(gl) C V.
Definimos g =} #,,gp- Entonces §g: M — R es C*y gly = g. O

Ejercicio 8.5. Mostrar que el teorema anterior deja de ser verdadero si se quita la hipdtesis que
(M, 1) es embedding, o la hipétesis de ser M cerrada en N.
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9. CAMPOS VECTORIALES
Recordemos que dada una variedad M, el fibrado tangente esta definido por
TM ={(p,v):p€e Mwv e T,M},
y la proyeccién canénica es 7 : TM — M, 7(p,v) = p.

Definicién 9.1. Sea M una variedad diferenciable y U C M un subconjunto abierto. Un campo
vectorial en U es una aplicaciéon X : U — T'M, tal que X(p) € T,M, para todo p € U. Se suele
denotar X (p) = X,,.

Como T'M es una variedad diferenciable, tiene sentido preguntarse cuando un campo X es difer-
enciable.

Definicién 9.2. Sea U C M, un subconjunto abierto.
(1) x(U) = {campos diferenciables en U}.
(i1) Dado X € x(U) y f € C*(U), se define la funcién

Xf:U—=R, Xf:p— Xf(p) :=X,(f),Vpel.

Ejercicio 9.1. Probar que X es diferenciable si y s6lo si ® o X o o™ : p(U) = ®(7 1(U)) es
diferenciable para todo sistema coordenado (U, ¢) en M.

Proposicién 9.1. Sea X un campo vectorial continuo en M. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) X : M — TM es diferenciable,

(b) Sea (U, = (1,...,x,)), un sistema coordenado cualquiera en M, y sean a; : U — R, funciones
tales que la restriccion de X a U, se expresa Xy = Z:.L:l aia%i' Entonces a; € C*(U).

(¢) Para todo abierto V-C M, y para toda f € C(V), se cumple que X f € C=(V).

Demostracion. Recordemos que cualquier sistema coordenado (U, ¢ = (x1,...,x,)) en M, da lugar
a un sistema coordenado (7~}(U),®) en T'M, donde

b= (ri0om,...,¢xp0m dry,. .. dz,),

i.e. las funciones coordenadas de ® son z; o y dx;, 1 < ¢ < n. En particular observemos que
dr; : 7 HU) = R, es C*, para 1 < i < n, como sigue de:

dr;o ® 1 (ry, ... 10, 81,0 .., 80) =
dxi(ap_l(rl,...,rn),zn:sj£ ) =5
j=1 J 9071(7‘17 7TTL)

Si Xy es la restriccién de X a U, entonces
l’iOﬂ'(XU) = Ty, diL‘iOXU :XU(.I’@)

Por otra parte se ve que X es diferenciable si y sélo si & o X o ¢~
sistema coordenado (U, ¢) de M.

1 es diferenciable para todo

Probemos (a) = (b): como X es diferenciable, su restriccion Xy es diferenciable. Expresando
Xy =>1", ai%, resulta que a; = dx; o Xy = Xy(x;), es C en (U), por ser composicién de fun-
ciones diferenciables.

(b) = (¢): Sea f € C>®(V)ysea (U, = (x1,...,x,)) un sistema coordenado con U C V. Entonces
o 9
i=1 Oz’

luego X f|y € C*(U). Como esto vale para todo s.c. tal que U C V, resulta X f € C*(V), para
toda f € C=(V).

Xflo =
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(¢) = (a): para probar que el campo X es diferenciable, basta ver que su restriccién X |y es diferen-
ciable para todo sistema coordenado (U, ¢ = (z1,...,2,)) en M. Tomamos el sistema (®,71(U))
en T'M. Entonces recordar que

dSUz'OX’U:X%:CLi, $10W0X|U:$i-

Luego las coordenadas de Xy son diferenciables en U. Como U es un entorno coordenado cualquiera,
resulta X diferenciable en M. O

Todo vector tangente en un punto es el valor de algin campo vectorial C'*°:

Proposicién 9.2. Sea v € T,M. Entonces existe X € x(M) tal que X, = v.

Demostracién. Sea (U, = (z1,...,x,)) un sistema coordenado alrededor de p, y sea v = > 1| v;50-|,.
Sea f € C*°(M) una funcién tal que f(p) =1, y sop(f) C U. Entonces el campo definido por
X — Z?:l f<Q>UlaiIZ’q7 qe U7
0, q¢U,
es C° en M, y satisface X, = v. 0

9.1. Curvas integrales.

Definicién 9.3. Sea X un campo C* en M. Una curva suave « : (a,b) — M es una curva integral
de X, si cumple

(7) a(t) = dat(dir ) = X(a(t)), Vte (a,b).

O sea « es curva integral de X si en cada punto t € (a,b), la velocidad instantdanea de « en el
instante ¢, estd dada por el valor del campo X en a(t).

Ejemplo 9.1. (1) Sea M = R?* — {(0,0)}, y sea X = a%' Dado p = (p1,p2) € M, con py # 0,
entonces la curva integral de X, que pasa por p para t = 0 estda dada por a(t) = (p1 +t,ps) y estd
definida para todo ¢ € R. Si en cambio tomamos por ejemplo p = (—1,0), la curva integral por p es
a(t) = (t — 1,0) que estd definida en el intervalo ¢ < 1.
(2) Sea M =R?, X(w,y) = y% — xa%. Entonces la curva integral de X que para t = 0 pasa por p,
esta dada por

a(t) = (py cos(t) + pesin(t), —py sin(t) + po cos(t)).
En este ejemplo la curva integral por p, esta definida para todo t € R, independientemente del punto
.
Cuél es la curva integral que pasa por (0,0)?
(3) En la variedad cilindro de radio r = 1, M = {(x,y,2) : 22 + y* = 1,2 € R}, sea el campo

0 0 0

X(z,y,2) = _y%—i_x@_y—i_&'

Entonces la curva integral o que en ¢ = 0 pasa por p = (p1, pa2, p3) € M estd dada por
a(t) = (p1 cos(t) — pasin(t), py sin(t) + py cos(t), ps + t).

Independientemente de qué punto p tomemos, a(t) estd definida para todo ¢t € R y su imagen es una
hélice de paso 1. Para p = (1,0, 0), coincide con la hélice del ejemplo visto en las subvariedades.
Sea a(t) = (z(t),y(t), z(t)) una curva integral de X. La ecuacién diferencial de « es

¥=—y, Y=z =1
Observar que M es un producto S' x R y entontes la tercera ecuacién diferencial estd desacoplada de
las otras dos y se resuelve independientemente. Las otras dos, se resuelven con el método autovalor-
autovector.
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La ecuacién diferencial de curvas integrales del campo X en coordenadas se obtiene como sigue.
Sea (U, = (x1,...,x,)) un sistema coordenado tal que p € U. Como el campo X es C™ en M,
también lo es en U, luego

= 0
Xy = Zaiax-’ con a; € C*(U).
i=1 ¢

Sea « : (a,b) — M una curva integral de X. Entonces para cada t tal que «(t) € U, tenemos

d "L d(x;0 ) 0
(1) —da(L| ) =S Mre)) O]
dr|, ; dr vy O a(t)
Luego la ecuacién diferencial (7) se escribe:
"L d(z; 0 ) 0 = 0
e = a;(a(t)) .
; dr ey 0T () ; ox; a(t)

Llamando «;(t) = x; o a(t) a las funciones coordenadas, resulta que « es curva integral de X si y
solo si

d&i

r=t

O bien expresando « en coordenadas,
dC(i

) al(t) = =

se obtiene un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias en un abierto de R", de la forma

= (a0 N(ai(t),...,an(t)), 1<i<n, tea *(U),

r=t

v =F(z), Fi(xy,...7,) =a;0o0 Yay,...,2,), i=1,...,n,

donde F = (Fy,...,F,): V = R" es C* en el abierto V = ¢(U) C R™

Reciprocamente, si ¢ : (a,b) — ¢(U) C R" es una curva solucién del sistema 2’ = F(z), donde
F; = a;0 ¢!, entonces o = ¢! o ¢ es curva integral de X.

Notar que independientemente de que sistema coordenado tomemos alrededor de p vamos a obtener
un sistema del tipo descripto arriba.

Un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) como el anterior, es una
ecuacion de la forma

(9) o =F(z), xz,=F(z1,...,2,), 1<i<n.

donde F': V — R", es C* en un abierto V' C R™. Una solucién (o curva solucién) de la ecuacion es
una funcién suave v : (a,b) — V tal que

V(1) = F(y(1)), vt € (a,b).

El llamado problema de Cauchy o de Valores iniciales realtivo a la ecuacion diferencial o sistema
x’ = F(x) se formula de la siguiente manera: fijados datos iniciales ¢y € R, xy € U, hallar (si existe)
una curva suave vy : (a,b) — V, que sea solucién de (9), tal que ¢y € (a,b), y tal que y(ty) = xo.
El problema de Cauchy puede no tener solucién, o bien si la tiene puede no ser tinica. Cuando hay
solucion unica, bajo ciertas condiciones, ésta dependera de manera continua o diferenciable de los
datos iniciales.

El siguiente resultado fundamental se estudia en la materia Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y
su demostracién puede encontrarse en varios libros sobre el tema.
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Teorema 9.3. Sea F : V — R" una funcion C*, definida en un abierto V-C R™.
(a) Ezistencia: dado (to,x9) € R x V', el problema de valores iniciales

¥ =F(z), x(t) =m0

posee una solucion diferenciable ¢ : I — V' definida en cierto intervalo abierto I que contiene a ty.
(b) Unicidad: Si ¢; y co son soluciones definidas en intervalos abiertos Iy, Iy respectivamente que
contienen a ty, entonces c1(t) = ca(t), para todo t € Iy N I5.

(¢) Dependencia de los datos iniciales: dados tg € R, y xy € V, existen ¢ > 0 y un abierto Vo C V,
con xy € Vo, y una aplicacion C*, 0 : (to — e,tg +¢€) x Vo — V, tal que para cada x € V),
Yo o (to —e,to+€) =V, 7(t) = 0(t,x), es la unica solucion del problema de valores iniciales
u = F(u),u(ty) = z.

Para cada © € Vi la solucion vy, que pasa por x para t = ty, estd definida en el mismo intervalo
Jo = (to — &,to + €), que le llamamos el intervalo uniforme de definicion.

En particular tomando ¢ty = 0, y zy € V, existe un € > 0, un abierto Vo C V, con xy € Vj, y una
aplicacién C*, 0 : (—¢,e) x Vj — V, tal que para cada ¢ € Vj, la curva

Jo=(—¢,e) =V, t—0(tq) =0(q) =),

es la unica solucién que en ¢t = 0, pasa por q.

Observacion: del resultado anterior se obtiene la unicidad de curvas integrales de un campo en una
variedad. Sean « : Iy — M, f : I, — M, curvas integrales de X tales que a(t,) = B(t2) = p.
Podemos suponer sin problema que t; = ta € I; N I, considerando por ejemplo la curva integral
B(s) = B(s+ (ta —t1)), definida en Ir — {(t2 — t1)}. Sea (U, ¢) un sistema coordenado al rededor de
p, podemos suponer que las imagenes de las curvas poa : [y = R", po 3 : I, — R", estan contenidas
en p(U). Ademas es facil comprobar que estas curvas son ambas soluciones del problema de Cauchy
¥ = F(x),z(ty) = o = @(p), con ty = t; = ty. Luego por unicidad se tiene que ¢ o a(t) = ¢ o (1),
para todo t € I} N I,. De esto sigue que entonces «a(t) = 5(t), para todo t € I} N Is.

Aplicamos todo lo anterior para probar la existencia y unicidad de las curvas integrales maximales
de un campo en una variedad.

Teorema 9.4. Sea M wuna variedad diferenciable y sea X € x(M). Entonces para cada p € M
ezisten a(p) € RU{—o0}, b(p) € RU {+o0} y una curva C*, ay : (a(p),b(p)) — M, tal que

(1) 0 € (a(p),b(p)), y ap(0) = p,

(i7) o es curva integral de X.

(1ii) (mazimalidad) Si o : (¢,d) — M es una curva suave que cumple o(0) = p y que es curva integral
de X, entonces (¢, d) C (a(p),b(p)) y o(t) = a,(t), para todo t € (c,d).

Luego o, es la unica curva que satisface (1), (13) y (7).

Demostracion. Se define (a(p),b(p)) como la unién de todos los intervalos abiertos que contienen al
0, v que son dominios de curvas integrales de X que en ¢t = 0 pasan por p. Veamos primero que
(a(p),b(p)) # 0. Tomando un sistema coordenado (U, ¢) alrededor de p, la ecuacién de una curva
integral o de X cuando se escribe en las coordenadas de ¢ da lugar a un sistema de ecuaciones como
en (8) al cual podemos aplicarle el Teorema 9.3. Entonces existe un € > 0 y una curva o solucién C*,
Vao : (—€,€) = V = (U) CR", con xg = ¢(p). Luego a: (—¢,€) = U, dada por a(t) = ¢! 07, (1)
es una curva integral de X que en t = 0 vale p. Resulta de esto que (a(p),b(p)) # (. Como por
definicién (a(p),b(p)) es unién de intervalos abiertos, resulta que es un intervalo abierto.

Definimos «, : (a(p), b(p)) — M, como sigue: dado t € (a(p),b(p)), por definicién t estard en algin
intervalo (a,b) que contiene al cero y donde estd definida una curva integral o : (a,b) — M de
X. Entonces se define «a,(t) = a(t). Es buena esta definicién? Si tenemos otra curva integral
g (e,d) = M, tal que 0 € (¢,d) y f(0) = p, consideramos el conjunto S = {s € (a,b) N (¢,d) :
a(s) = B(s)}. Veamos que S = (a,b) N (¢,d) y por lo tanto a(s) = S(s), para todo s € S. En
efecto, tenemos que (a,b) N (¢, d) es conexo pues es interseccién de intervalos que contienen al cero.
Entonces basta ver que S es abierto y cerrado en (a,b) N (¢,d). Por un lado S es cerrado pues es
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donde coinciden dos funciones continuas. Ademadas S es abierto, pues dado sy € S, tomamos un
sistema coordenado alrededor del punto «(sg) = 5(sp) y usamos unicidad de soluciones del sistema
de ecuaciones de curvas integrales de X como hicimos antes (ver la observacién anterior). Luego
tendremos «a|y = [|w, para un intervalo abierto W tal que s € W C (a,b) N (¢,d). Luego S es
abierto. Por tltimo es inmediato de lo anterior que «, : (a(p),b(p)) — M es curva integral maximal
de X. Hemos probado la existencia de la curva integral o, C* de X que pasa por p parat =0y que
estd bien definida en el intervalo maximal (a(p),b(p)), y que satisface (i), (i¢) y (¢i7). Finalmente la
unicidad de o, resulta de su construccion. O

Definicién 9.4. Sea M una variedad diferenciable y sea X € y(M). Para cada t € R se define el
conjunto
Dy={peM:alp) <t <bp)}

esto es, D, estd formado por todos los puntos p, tales que la (tnica) curva integral oy, de X que pasa
por p, estd definida en ¢. Se define la aplicacion

0, : Dy — M, 6,(p) =0(t,p) = a,(t).

Ejemplo 9.2. D, puede ser vacio para algin t. Por ejemplo tomemos M = (0, 3) x (0, 3), y el campo
X = 2. Se ve que Dg = . Ademdas D; = (0,2) x (0,3), D_p = (2,3) x (0,3), etc.

Teorema 9.5. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) Uniformidad local del flujo: para todo p € M existen un entorno abierto Vi de p y un € > 0 tales
que la aplicacion 0 : (—e,€) x Vo — M, dada por 6(t,q) = 0,(p) = a(t) es C, (siendo oy la inica
curva integral de X, tal que a,(0) = q).

(b) Dy C M es abierto para todo t.

(d) Dados s,t € R, entonces Dom(0; 0 05) C Dyys. Si s,t tienen el mismo signo entonces Dom(6; o
0s) = Dyys.

) pr—
e) Para todo ¢ € Dom(0s 0 0;), se cumple (050 6;)(q) = O0544(q).
) 0y : Dy — D_y = 60,(Dy) es un difeomorfismo y su inversa es 6_;.

Demostracion. (a) sigue de la dependencia diferenciable de la solucién de los datos iniciales.

(c) Dado p € M, «, estd definida en un intervalo abierto que contiene al cero. Luego existe ¢t > 0
tal que a,(t) estd definida y por lo tanto p € Dy, luego M C U;soD;. Como todo D; C M, resulta
M - Ut>0Dt'

(d) Sean p € M,y t € (a(p),b(p)), ¢ = ap(t). Entonces o(s) = a,(t + s), es curva integral de X,
que satisface 0(0) = a,(t) = ¢. Por unicidad, o(s) = ay(s), para todo s € (a(q),b(q)), y queremos
determinar este intervalo.

Sabemos que o(s) = a,(s) estd definida para todo s en un intervalo posiblemente mas grande o
igual que (a(p) —t,b(p) — t). Si ella estuviera definida en un intervalo estrictamente mds grande
que (a(p) — t,b(p) — t), entonces «, estarfa definida en un intervalo estrictamente mas grande que
(a(p),b(p)), contradiciendo la maximalidad.

En conclusién para cada t € (a(p),b(p)), y ¢ = a,(t), se cumple

(a(q),b(q)) = (alp) —t,b(p) —1).
Observar que hemos probado que se cumple a,,¢(s) = a,(t + s), Vt € (a(p),b(p)), y Vs €
(a(ap(t)), blay(t))) = (a(p) —t,b(p) —t). Recordando que 6;(q) = a,(t), lo de arriba se lee

(98 o et)(p) = eert(p)'

En particular hemos probado que Vg € Dom(6; o 6;) vale 0, 0 0,(q) = 0s:4+(q). Luego Dom(0; 0 6,) C
Diye.
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Supongamos que s,t > 0, y sea p € Dom(0y,), luego s +t € (a(p),b(p)). Como s,t > 0, tenemos
que 0 < t < s+ t, ademds como 0 € (a(p),b(p)), resulta que t € (a(p),b(p)). Por lo tanto estd
definida a,(t) = 0:(p), 0 sea p € Dom(6;). Queremos ver que 8,(6,(p)) esta definido.

Pero aq,@)s) = 0s(0:(p)) existe sii s € (a(p) — t,b(p) —t) = (alay(t)),b(ay(t))), si y sélo si
s+t € (a(p),b(p)), lo cual vale por hipdtesis. Luego p € Dom(0s o 6;). La prueba para el caso
s,t < 0 es andloga.

(b), parat =0, Dy = M. Seat > 0 (el argumento para t < 0 es andlogo). Dado p € Dy, sea «, la
curva integral por p, la cual estd definida en ¢. Aplicamos la propiedad (a) a cada punto del conjunto
compacto a,([0,t]). Entonces existe un abierto W que contiene a a,([0,t]) y un € > 0 tal que

0:(—€,e) x W — M, (t,q)— 0(t,q) = oyt),
es C*. Sea n € N suficientemente grande como para que % € (—e¢,€). Definir
fi=Oy)lw, Wi=f'(W).
Luego para j = 2,...,n se define inductivamente
fi=Oun)lw,_, W= f1(Wim).

Entonces cada f; es C* en el abierto W;_; C W. En particular W, es abierto.
Por otra parte componiendo ¢;/, con sigo misma n-veces aplicada a p nos da

Ot 0 -+ 00y (p) = Oi(p) € W.
Luego
1 0p) € Wi, 7 (F7(0u(p))) € W,

Por dltimo
S i S U Op))) ) = p € W
Por otra parte aplicando (d), resulta

fio--o fulw, = (00)|w,-
Luego W,, C D, y por lo tanto D, es abierto.

Veamos (f): es facil ver que 6; : D; — D_; es biyectiva con inversa 6_;: Primero observar que
8:(D;) C D_,. En efecto, dado p € Dy, sea ¢ = 0,(p) = a,(t). Entonces ay(s) estd definida

Vs € (a(q), b(q)) = (a(p) —1,0(p) = 1).

En particular s = —t, estd en (a(q),b(q)) = (a(p) — t,b(p) — t), dado que 0 € (a(p) — t,b(p) — t).
Luego ¢ € D_;. Por aplicacién de (d) resulta que 6, 0 0_; = Id. Luego 6, : Dy — D_, es biyectiva
con inversa _;. Por dltimo en el transcurso de la prueba de (b) hemos probado que localmente 0, es
composicion de aplicaciones C'*°, de donde sigue que 6, : D; — D_; es un difeomorfismo. O

Definicién 9.5. X € x(M) se dice completo si Dy = M para todo t € R.
Es decir X es completo si y sélo si a,(t) esta definida para todo ¢t € R y para todo p € M.

Ejemplo 9.3. Sea X = é% en la variedad M = R? — {(0,0)}. Entonces X no es completo.

Teorema 9.6. Sea X € x(M), tal que sop(X) C M es un subconjunto compacto. Entonces X es
completo.

Demostracion. Ejercicio. 0
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Cuando X es completo el flujo esta definido en todo R x M:0: R x M — M, y satisface:
(1) 0, : M — M es un difeomorfismo Vt € R.
(17) 6 = Idyy.
(191) O 0 0; = 0444, Vs,t € R. En este caso tenemos un homomorfismo de grupos

E:(R,+) = (Diff(M),0), t+ 0,

Definicién 9.6. Una familia de difeomorfismos {6;}cg de M, es un subgrupo monoparamétrico de
difeomorfismos de M si satisface las propiedades (i), (i), (éii) de arriba.

Dado un subgrupo monoparamétrico ¢ de difeomorfismos de M podemos definir un campo C* en
M por medio de

X,0)= G 10G). §eC™m)

Se verifica facilmente que X, € T,M, para todo p € M. Veamos que X es un campo diferenciable
en M. X se llama el generador infinitesimal del subgrupo nonoparamétrico 6.

9.2. Extensién de un campo definido en una subvariedad. Asi como en algunas situaciones
nos interesa extender una funcién definida en una subvariedad, también uno puede preguntarse bajo
que condiciones un campo definido en una subvariedad M de una variedad M puede extenderse a

un campo definido en M. Por ejemplo no siempre se puede extender un campo C* definido en un

abierto. En efecto sea X = mel, luego X es un campo suave definido en el intervalo (0,1) que

no admite extension a un abierto mas grande. Sin embargo X ademite extensiones locales.

Teorema 9.7. Sea f : M — N una inmersion y X € x(M). Entonces dado p € M existen entornos
coordenados U de p yV de f(p) con f(U) CV yun campo C®Y enV tal que

Yig = dfe(Xy), Ve U,
o bien (Y o fly) = df (X|v).

Decimos que X tiene una extension local C*°) Y en N.

Demostracion. Por la forma local de una inmersién, existen entornos coordenados cibicos (U, ¢ =
(21, 2m), y (V.Y = (y1,...,yn)) centrados en p, y f(p), respectivamente tales que

Yofoo ry,...,tm)=(r1,...,Tm,0...,0).
(en particular f(U) C V es la rebanada (ry,...,7,,0,...,0)).

Por hipétesis podemos escribir Xy = Zzl aiﬁ, con a; € C*°(U). Sea A; : V — R una extension

C* de a; a todo V', es decir A;o fy = a;, para 1 <i < m. Entonces A; = q;on, donde 7 : V — f(U)
es la proyeccion natural definida por
7(q) =¢, donde ¥(¢') = (r1,...,7m,0,...,0), donde ¥(q) = (r1,...,7).

Definimos un campo en V' mediante

B 0
Y = Ai—.
; Yi
Veamos que df (X) =Y. Para eso usamos la forma local de f y calculamos
0 0 0
dfg(5-| Nyi) = 5| yiof = yiofop™
(‘)xi q 8@ q aTi o(q)
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De donde resulta dfq(% q) = %U(Q)’ para todo g € U, para 1 <7 < m. Entonces para g € U resulta

dfy(Xq) = df, <Z; a; _‘ ) ;a, 53:,

0
D (Ao Ny,

i=1

)=

q

=Y(f(q))
f(@)

O

En el practico se estudiaran condiciones bajo las cuales es posible restringir un campo a una
subvariedad.

9.3. El corchete de Lie. La nociéon de corchete de Lie de campos permite hablar entre otras cosas
de cémo varia un campo respecto de otro campo. Dados dos campos X,Y € x(M), definimos su
corchete de Lie [X, Y], que resulta ser otro campo C* en M.

Definicién 9.7. Sean X,Y € x(M). Se define el corchete de Lie de X, Y por:
[X7Y]P<f):Xp(Yf>_Y;?(Xf)a pEM-

Ejercicio 9.2. Probar que para todo p € M, [X,Y], € T, M.

El corchete de Lie de campos C* en M tiene las siguientes propiedades:

Proposicién 9.8. Sean X,Y, 7 € x(M), campos C*> arbitrarios. Entonces,
(a) [X,Y] es un campo C°° en M.

(b) [X, Y] = —[Y, X],

(c) Si (U o = (21,...,2,)) es un sistema coordenado entonces [aii, %] =0,
(d) Yg € C®(M), se cumple [X,gY] = g[X, Y]+ XgY.

(€) Vf,g € C=(M), se cumple [fX,gY] = fg[ X, Y]+ f.(Xg)Y —g(V )X
(f) Identidad de Jacobi: [ X,Y], Z]+[[Y, Z], X]|+ [[Z,X],Y] = 0.

Demostracion. (a) Dada f € C®(V), con V. C M abierto, veamos que [X,Y]f € C*(V): sabemos

que Xf,YfeC®V), luego Y(Xf), X(Y[f) e C®(V), de donde sigue que [X,Y](f) € C=(V).

(b) es inmediata.

Para probar (c), usamos la definiciéon. Dada f € C*°(U), observamos que (g—gj o V)(r,...,rn) =
a%_(f oo H(ry,...,r,). Luego calculamos

2 0 o of 0 of
[6_xi’6_xj]f 6_@(0_%)_8_%(8_@)_

o of 1 1
67‘7,(8.73] 14 ) 87’j<8xi0¢ )

i(a(fo—g’_l)) _ i(a(fo—@—l)) _
87“1' 8Tj 87“3- 87’1' N

P(fop™l) P(fop™)
aTi c%j 8rj E)ri
por la igualdad de las derivadas cruzadas.
La prueba de (d) y (f) quedan como ejercicio. Por dltimo (e) es consecuencia de (d). O

:O7



40 NOTAS DE CLASE DE GEOMETRIA SUPERIOR

Dada una aplicaciéon f : M — N, C* y un campo X € x(M), en general no es cierto que
Y = df(X) sea un campo en N. De hecho Y ni siquiera puede estar bien definido. Por ejemplo
si f(q) = f(¢') = p, con ¢ # ¢, entonces los vectores df,(X,),dfy(Xy) € T,N, no tienen por qué
coincidir.

Definicién 9.8. Sea F': M — N una aplicacién diferenciable y sean X € x(M), X € x(N). Se dice
que X, X estan F-relacionados si

XoF=dFoX, osea XF(Q) =dF,(X,), Vg e M.
Nota: en particular si X, X estdn F-relacionados, si y sblo si para toda f € C*°(N) se cumple
XfoF =X(foF).

Ejemplo 9.4. Sea f(t) = ¢, f : R — S'. Entonces los campos % y X(z,y) = —ya% + ua%,
(z,y) € S, estan f-relacionados.

Proposicion 9.9. Sea F': M — N una aplicacion diferenciable y sean X,Y € x(M), X Y € X(N),
tales que X, X yY,Y estdn F-relacionados. Entonces [X,Y] estd F-relacionado con [X,Y].

Corregir dem.

Demostracion.
(X Y]p)(f) = [X,Y]p(fo F) = X,(Y(f o F)) = Y,(X(fo F)) =
Xp((dF OY)(f))—Yp(dFoX)(f))Z (?foF)— W(XfoF)=
dF(X,) (Y f) = dF (V) (X f) = Xpoy (V) = Ve (X f) = [X, Y]rg).
O sea

dF o [X,Y]=[X,Y]oF.
O

El siguiente resultado es una de las aplicaciones del flujo de un campo. Previamente necesitamos
el siguiente resultado

Proposicién 9.10. Sea {V1,...Vi} C T,M, un subconjunto linealmente independiente. Entonces
existe un sistema coordenado (U, o = (x1,...,x,)) centrado en p tal que V; = %|p, para 1 <i<k.

Idea de la demostracién. Completar {V7, ...V, } aunabase {Vi,...V,,} de T, M, y tomar un sistema
coordenado (U, ), centrado en p. Sea T' la transformacién lineal que manda la base {dv,(Vi)}7r,
en la base canénica {ei,...,e,}, i.e. T(d,(V;)) = e;, Vi. Entonces ¥ = T o) = (71,...,7,) es un
sistema coordenado en U. Ademés

A, (V;) = dT(di(Vi) = T(¢p(Vi)) = es.
Como dﬂp(%b) = e;, resulta %]p =V, paral <i<n. O

Proposicién 9.11. (rectificacion local de un campo) Sea X € x(M), y sea p € M tal que X (p) # 0.

Entonces eziste un sistema coordenado (U, = (21,...,x,)), centrado en p tal que
0
Xl =
|U 8x1
Demostracion. Por la proposicion anterior existe un sistema coordenado (V,7 = (y1,...,¥n)), cen-

trado en p, tal que X (p) = e |p

Sea 6 el flujo de X. Por la propiedad de uniformidad del flujo existe un € > 0, y un entorno V de
p, tal que 0 : (—€, ) x V — M es C®,y (—€,€) 3t 6,(q) es la curva integral de X, que en t =0
pasa por ¢, para todo ¢ € V. Podemos achicar V', si hace falta de manera que V' C V.
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En 7(V) C R™ miramos la rebanada abierta W formada por los puntos de la forma (0,rs,...,r,).
Se define la siguiente aplicacion

o(t,re,...1T) = Ht(T_l(O, T9y ooy Tn))s

la cual esta bien definida y es C™ en (—e,€) x W, y toma valores en M.

Comentario: la idea de la definicion de o, es la siguiente: como todo es local pensamos que estamos

en un entorno abierto de (0,...,0) en R™. Por cada punto de la forma (0,7, ...,7,), de ese entorno
pasa una unica curva integral del campo. Si ¢ estd en la curva integral que pasa por (0,7,...,7,),
entonces las coordenadas de ¢, son (¢,rs,...,7,), donde ¢ es el "tiempo” que tarda la curva para

llegar hasta q.

De la deficinién de o resulta o(0,...,0) = p. Veamos que do(g,. o) es inyectiva: En lo que sigue
conviene tomar t = ry, i.e. o(ry,re,...1) = 0., (771(0,72,...,7,)). Sea f € C*(p) arbitraria,
entonces

0 0 f(a(h’aov70))_f(0(0707a0))
dog(— =i _
00(6T1 O>f 87”1 OfOO' hlir(l) h
f( h(771(07 0, ’O)) - f(’ril(ov 0, 70)) d 8f
1 = — 0 X
hlir(l) h i t:()f( i(p) = X f(p) = 3y1 ,

Por otra parte para 2 < j < n, se tiene (donde h estd en el lugar j):

B f(o(0,0,...,h,0,...,0)) — f(c(0,0,...,0))

do_()(a,r] O)f 87"] Of 00 = }llgl'(l) h -
-1 _ -1

limf(T (0,0,...,h,0,...,0)) — f(r (0,0,...,0)):i foT_lza—f '

h—0 h 5.0 i,

De donde resulta dao(a%j ) = e;. Luego (U, = 07') es un sistema coordenado de M, donde

U C V es un abierto, con p € U. Veamos Xy tiene la propiedad que queremos.

Observarmos que de la definicién de o, se obtiene la identidad
(%) o(ri+s,r9,....10) =@ H(ri+8,79,...,1,) =
Or+s(T7H0, 72, ., 10)) = 05(0,, (7710, 79, ..., 10)) = Os(0 (11,70, ... 1)) =
Os(o(ry,...,m)).

Luego como t + 6;(q) es curva integral de X satisface

d
T buala) = X(0,0:(0)) = X (0u(a)), V2,V
s=0
Entonces
X(o(ri,ra,...1m)) = X0, (7710, 7r9,...,7,))) =
d _ d 0
E 5:068+T1 <T 1<0, r2’ o ,Tn)) - % 5—00-<S + Tl, o ”rn) B do-(a_,r.l T1,72,... )).
Llamando ¢ = (x1,...,x,), a las coordenadas resulta Xy = 8%1, que era lo que queriamos probar.

O
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Proposicién 9.12. VXY € x(M), yVp € M, se cumple lo siguiente:
d0_ Y (0 -Y
16V (0,(p)) = (Y(6u(p)) — Y(p)

=0 t—>0 t

(10) X Y) =

Para la demostracién de (10) necesitamos establecer el siguiente resultado:

Lema 9.13. Sea v : (—€,€) = T,M, una curva suave. Entonces para toda f € C*(p), se cumple

d
(11) YO == AO),
=0
donde +/'(0) € Ty)T,M = T,M.
Demostracion. Para probar la férmula (11) tomamos un sistema coordenado (U, ¢ = (x1,...,1,))

alrededor de p. Entonces existen funciones suaves b;(t),1 < i < n, t € (—¢,¢), tales que y(t) =
Yoy bi(t)%h,. En principio 7/(0) € TyT,M, pero via la identificacién T,M = T,)T,M, consider-
amos v'(0) € T,M. Luego

(12)  ~( Zb’

Z

d
T at Zb &'E,

t=0 ;—1

Demostracion. de la Proposicién. Observar que 6_.(0,(p)) = p, Vt. Luego df_; : Ty,(y M — T, M,
de donde resulta que v : t — df_4(Y (6:(p))), es una curva suave en 7, M.

Ahora probaremos (10). Suponemos primero que X, # 0. Entonces por la proposicién anterior
existe un sistema coordenado cubico (U, ¢ = (x1,...,2,)), centrado en p tal que Xy = 8%1.

Por otra parte tenemos que Yy, ;) = i, bi(t) 220, (p), Para ciertos coeficientes suaves b;(t). Cal-
culemos las coordenadas de ambos miembros de (10), segin la base {%]gt(p)}. El lado izquierdo es
por definicién

Notar que en la cuenta de arriba hemos usado el hecho que X (z;) es o bien 1, 6 cero y por lo tanto
Y, (Xz;) = 0.
En suma hemos probado que [X,Y],(x;) = b/(0), para 1 <i < n.

Ahora calculemos el lado derecho de (10), aplicando (11) a la curva y(t) = df_(Y (6:(p))):

, d d
V(0= (d-opY O:p))(@) = | Y(0:lp))(ziob-) =
t=0 t=0
d| <& 9 d )
— bit)5—|  (wiob)=— bi(t) (5 zi0f o t) =
dt|icg = 7 0 g dt tZOjZI PO o
d
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Para verificar la ultima igualdad usamos la identidad () de la prueba de la proposicién 9.11 :

Ui, Z# 17

Z; oe—t © So_l(uh s ,Un) = xi(gp_l(ul - t7u27 te ,U,n)) - ;
UL — t, 1=1.

Luego

i :Eioe_togp_lz—
Orj |00 0.0
Si X, = 0, entonces se ve que 6;(p) = p, Vt (por qué?), y entonces df_; : T,M — T,M. Conside-
ramos la misma curva en 71, M, dada por

V(1) = db-1(Yo,)) = dO-4(Yy),

xiopol_y =9;;.

a la que aplicamos (12):

/ d d B
7O f =~ tzode_t(Yp)f == tzoy;,(f 0f_,) =

d - n 91 d
dat to(; YZD(%)a Z p)(f 0l ;) = ;Yb(ﬂfz)a—xl pa t:()(f 0f_y) =

" (X)) = KX = X V()

Lema 9.14. (sobre la uniformidad conjunta para dos flujos) Sean X, Y € x(U), y sean 0, ¢ los flujos
respectivos. Entonces para todo p € M existe un entorno abierto U de p y un 6 > 0 tal que 050 ¢y y
¢s 0 0, estan definidos en U, para t, s tales que [t| < 9§, y |s| <.

Demostracion. Recordemos el teorema de existencia y unicidad de soluciones y dependencia de las
condiciones iniciales de systemas de EDO y sus conecuencias para la construccion y propiedades de
los flujos de campos en variedades. Por la uniformidad de cada uno de los flujos sabemos que existen
entornos abiertos Vo y Wy de p, y n > 0, € > 0, tales que

O:(—n,n)xVo— M, ¢:(—€¢€)xWy— M

estan definidas y son C'*°, en particular son continuas.
Recordemos de la definicién: ¢ — 6;(q) es la tnica curva integral de X que en ¢ = 0 pasa por g, lo
mismo ¢. Consideramos los conjuntos

A= gbil(%) - <_€7 E) X WO7 B = eil(WO) - (_77777) X %

Luego A, B son ambos entornos abiertos de (0, p), y por lo tanto AN B es entorno abierto de (0, p).
Entonces es posible encontrar un ¢ > 0, con § < min(n,€) y un entorno abierto U de p tales que
(0,p) € (—6,0) x U C AN B (los rectangulos abiertos forman base de la topologia producto).

Este § > 0y el U cumplen lo que queremos: 0;0¢(q) estd definido para todo ¢ € U y para |s|, [t| < o:
Como (s,q) € (—0,0) x U C AN B, resulta que

¢s(q) = ¢(s,q) € p(AN B) C ¢(A) = V%,

(que es el entorno abierto de p donde 6, esté definido). Luego 0;(¢s(q)) esté definido para todo |t| < n
y por lo tanto para todo |t| < §. Razonando de forma anéloga llegamos a la misma conclusién para
¢s 0 0y O
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Proposiciéon 9.15. Sean XY € x(M), tales que [X,Y] = 0, y sean 0, ¢ los flujos de X e Y
respectivamente. Dado p € M, sean U, § dados por el Lema de uniformidad conjunta. Entonces:
(1) ddy oY =Y o0y, en U, para todo |t| <.

(17) 0 0 s = ¢ps 00, en U, para todos s,t con |s|, |t| < 0.

Demostracién. Recordemos la formula (10): [X,Y](p) = 4| df_,(Y(6,(p)), p € M. Notar que
t=0

probar (7) equivale a que

=di_(Ya,p)), Vt,Vp.
En otras palabras, para probar (z) debemos ver que para cada p, la curva z(t) = df_(Yy,(p)), es
constantemente igual a Y,. Calculamos 2"

d
)= L1 24 s) =] do, (v _
< (S) dt —o ( _l_ S) dt —o t ( 9t+s(p))
d
pr O(d9—s)es(p)d9—t(th(os(p)))=
t=

d
(dO_5)o.(p) (@

(dO_¢) Yo, (o, (p))) =

t=0
(d0—s)o.(p) ([ X, Y]o. () = 0.
Luego 2/'(s) = 0, Vs, de donde z(s) =Y, Vs.
(i) Dado p € U hay que probar que ¢4(p) = 0_; o ¢ o 6;(p), para todo s. Es suficiente ver
que el lado derecho es curva integral de Y, que para s = 0, pasa por p. Consideramos la curva

o(s) = 0_4 0 ¢s06(p), entonces por un lado o(0) = O_, 0 ¢y 0 6i(p) = 0_ 0 O(p) = p. Ademas

aplicando la regla de la cadena y la propiedad (i), tenemos

d

0'(s) = (d0—t)p.on (5| Pulbe(p)) =
(d0—) 6 000) Yo 0:0)) = Yo (000100 = Yos)
de donde resulta lo que queriamos probar. 0

La reciproca de la proposicién anterior es valida:
Proposicién 9.16. Sean X,Y € x(M), cuyos flujos conmutan. Entonces [X,Y] = 0.

Demostracion. Es suficiente ver que la curva t — df_y(Yy,()), es constante para todo p. Sean 6, ¢ los
flujos de X e Y, respectivamente y sean p € U, § > 0 dados por el lema de la uniformidad conjunta
de los flujos. Por hipétesis se cumple 6, o ¢, = ¢, 0 6, en U, para todos s, t, tales que |s|, [t| < 0.
Dado g € U, y derivando obtenemos

d d
dby(Yy) = d9t(£ ¢s(q)) = e 0:(¢s(q)) =
s=0 s=0
d
45| #:0a) =Yoa. Ve

Luego df; oY =Y o6,, para todo t. En particular df_;(Yy,)) = Y;, para todo t, y para todo gq.
Luego la curva y(t) = df_¢(Yp,()), es constante lo que implica [X, Y], = 0, para todo g € U. O

Una consecuencia de las dos proposiciones anteriores es el siguiente
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Corolario 9.17. Sean X,Y € x(M), con flujos 0, ¢, respectivamente. Entonces 6, o ¢ps = ¢pg 0 0,
Vs, t < [X,Y]=0.

Habiamos visto que si X € x(M) es tal que X (p) # 0, entonces existe un sistema coordenado
(U, ¢) alrededor de p tal que X|y = 8%1.
Si ahora tenemos dos campos X,Y € x(M) que son linealmente independientes en todo punto de un

abierto, podriamos esperar encontrar un sistema coordenado (U, ¢) tal que

0 0
X _ —_— Y = —_—
|U 81’1 7 ‘U 8[)32 7
de donde tedrfamos que [X,Y]|y = [8%1, 8%2] =

Luego para lograr tener un sistema coordenado con esa propiedad debemos pedir que [X,Y] = 0 en
algin abierto, y que X, Y sean L.I. en ese abierto. Mas generalmente tenemos el siguiente resultado:

Teorema 9.18. Sean Xi,..., X € x(M) campos linealmente independientes en todo un entorno de
p € M y tales que [X;, X;] = 0, Vi,j. Entonces existe un sistema coordenado (U, p = (x1,...,12,))

alrededor de p tal que

0 9,
Xilv=5—,... Xklv = =—.

La idea de la demostracién es considerar la funcion
o(re, . rn) = 08 (07, (o (05 (0,0, 71, oo ) ) ),

y luego calcular do adaptando la demostracion que vimos en aquel caso. Completar todos los detalles
como ejercicio.

9.4. Variedades paralelizables.

Definicién 9.9. Una variedad diferenciable M de dimensiéon m se dice paralelizable, si existen
Xi,... Xm € x(M), tales que {X1(p),... X;n(p)} es una base de T,M, para todo p € M.

Si M es paralelizable entonces su fibrado tangente es trivial. Veamos esto qué significa. Dado un
vector tangente cualquiera v € T,M, existen ay, ..., a, tales que

i=1

Consideramos la aplicacién
o:TM — M xR", (p,v)— (p,a1,...,an).

Entonces es facil verificar que o es C* y su inversa esta dada por
M XR" = TM, (p,ai,...,an) > (p, Y a:Xi(p)),
i=1

la cual es también C*°. (completar los detalles).
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 9.5. R" es paralelizable. (ry,...,r,) sistema coordenado global. Entonces tomamos la
base de campos coordenados {aim, ce %}.

Ejemplo 9.6. S' C R? es paralelizable: considerar el campo X (z,y) = —y= + :178%.

Notar que X estd definido y es C* en todo R? y ademds X # 0 en el abierto R?* — {(0,0)}.
Hay que probar que X|g es un campo C*. Luego X (p) es una base de T,S', para todo p € S*.
Cémo se expresa X en el sistema coordenado (S* — {(1,0),p'}), donde ¢ : (0,27) — S*, estd dado
por ¢(0) = (cos(d),sin(0)?
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Ejemplo 9.7. La esfera S C R* es paralelizable. Para probarlo necesitamos introducir los cuater-
niones. Sea R* con el producto escalar canénico. Renombramos los vectores canénicos
er=1, es=1i, e3=7, e =k
Se define una multiplicacién en R* mediante
2= k2= 1,
1) =k, jk=1ki=j,
ji=—k,kj = —i, ik = —j,
y se distribuye la multiplicacién por escalares.
Resulta que R?* con esta multiplicacién se denomina el (cuerpo) de los cuaterniones y se denota H.

(continuacién del ejemplo)
Sea f:H — R dada por f(z) = ||z||>. Entonces S* = f~1({1}). Ademéds

T,5* = Ker{df,} = p*.
Definimos campos U, V, W en S3:
Ulp) =ip, V(p)=jp, W(p)=kp
Luego los tres son campos tangentes a la esfera S°.

Ejercicio 9.3. (a) Probar que U,V, W son campos C™ en S* que forman base de T,5% para todo
q e S3.
(b) Calcular [U, V], [U, W], [V, W].

Teorema: Las esferas de dimensién par S?" nunca son paralelizables.

Que pasa con las esferas de dimensién impar > 37 cuales son paralelizables?
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10. DISTRIBUCIONES

Las distribuciones en algiin sentido se pueden ver como generalizaciones de los campos vectoriales
y son importantes en diferentes areas como la teoria de control, los grupos de Lie y la mecanica.

Definicién 10.1. Sea N una variedad diferenciable de dimensiéon n. Dado un k € N con k£ < n, una
distribucion D de dimensién k£ en N es una aplicaciéon

N >pw— D(p) C T,N,
donde D(p) es un subespacio de dimensién k de T, N.

La distribucion D se dice diferenciable o C'*° si para todo p € N existe un entorno abierto U de p
y campos C*, X, ... X} € x(U) tales que D(q) = span{Xi(q), ... Xx(q)}, para todo g € U.

Ejemplo 10.1. Los campos

9] a . o)
X = 55’ Y = COS(Z)G_:C + sm(z)a—y

son C* en todo R? y generan una distribucién C*° de dimensién 2.

Definicién 10.2. (i) Una subvariedad (M, f) de N se llama subvariedad integral de una distribucién
suave D en N, si df,(T,M) = D(f(q)), para todo ¢ € M.

(¢7) Una distribucién suave D se dice integrable si para todo p € N existe una subvariedad (M, f)
integral de D que pasa por p, o sea tal que p € f(M).

Ejemplo 10.2. Si D es una distribucién suave de dimension 1, entonces para todo p € N existe un
entorno U de p y un campo X € x(U), tal que D(q) = RX,, para todo q € U.
En este caso cualquier curva integral de X es una subvariedad integral de D.

El problema es encontrar condiciones bajo las cuales una distribucion es integrable.

Definicién 10.3. Sea D una distribucién suave en N.

(1) Sea U C N un abierto. Se dice que un campo X € x(U) estd en o pertence a D en U: "X € D",
si X, € D(p), para todo p € U.

(17) D se dice involutiva, o completamente integrable, si para cualquier par de campos X,Y € D, se
cumple que [X,Y] € D, en N.

Proposiciéon 10.1. Sea D una distribucion de dimension k en N. Entonces D es involutiva si y
sélo si para todo p € N eziste un abierto U entorno de p y campos X1, ..., Xy € x(U), que generan
D en U y que ademds cumplen [X;, X;] € D en U, para 1 <1i,j <k.

Demostracion: ejercicio. Para la reciproca pasar de local a global usando una funciéon campana.
O

Proposicién 10.2. Sea f: M — N wuna inmersion. Sea Y € x(N) un campo tal que Y (f(p)) €
df,(T,M), para todo p € M. Entonces existe un campo X € x(M) tal que estd f-relacionado con'Y .

Demostracion. Veamos que X es diferenciable. Dado p € M, existen sistemas coordenados ctibicos
(U, = (x1,---y2m)), (V;0 = (y1,...yn)), centrados en p, y f(p) respectivamente tales que

Q/JOfogp_l(rl,...,rm) = (r1,..,7m,0,0,...,0)

Esto implica que
0
aZ‘Z‘

0
) =
q Dy

dfq(

, 1<i:<m, qel.
fa)
Por ser Y diferenciable, existen m funciones b; € C*(V) tales que Yy = > 1", bia%. Por otra parte

existen funciones a; : U — R tales que Xy = Z:il aiﬁ. Veamos que a; € C*(U).
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= 0
df (X (q)) :df(zai(Q)% ) =
i=1 tlq
- 9,
ai(q)df (5—| ) =
i=1 0zi,
= 9] = 0
ai(q) =Yg = D _bi(f(q)) :
zz:; il 1(q) ' ; il 1(q)
para todo ¢ € U. Luego a; = b;o f € C*(U), y entonces Xy € x(U). O

Proposiciéon 10.3. Sea D un distribucion suave de dimension k en N, que es integrable, i.e. por
cada punto p € N pasa una subvariedad integral de D. Entonces D es involutiva.

Demostracion. Sean X,Y € x(N), tales que X,Y € D en N. Dado cualquier p € N veamos que
[X,Y], € D(p). Sea (M, f) una subvariedad integral de D tal que p € f(M), o sea que existe un
(nico) qo € M tal que f(qo) = p. o
Como consecuencia de la Proposicién 10.2, existen campos X,Y € x(N), tales que

df o X =Xof, dfoY =Yof.

Nota: observar que X , Y estdn bien definidos y luego probar que son campos C*> en M. (ejercicio).
Como consecuencia de la Proposicién 9.9 resulta que [X, Y] y [X,Y] estan f-relacionados:

df o [X,Y] =[X,Y]o f.
En particular dfy, ([X, Y](q0)) = [X,Y](p) € D(p). O
La reciproca del resultado anterior es muy importante:

Teorema 10.4. de Frobenius local. Sea D una distribucion C* de dimension k en N. Si D es
involutiva, entonces es integrable, i.e. para todo p € N, existe un sistema coordenado (U,
(x1,...,2,)) ctbico centrado en p tal que las rebanadas

R={qeU:xiq) =const. parai=k+1,...n},

son subvariedades integrales de D. Ademds si M C N es una subvariedad integral conexa de D tal
que M C U, entonces M esta contenida en alguna de esas rebanadas.

Demostracion. Como es un problema local podemos suponer sin pérdida de generalidad que N = R",
p =0, y que existe € > 0 tal que

.0
D, ={AL ... A"} Vze Oe), Ay=o-|, 1<i<h
t1o

donde A%, ..., A¥ son campos C* (y linealmente independientes) en un abierto que contiene al cubo

C(e)™.

Escribamos las coordenadas A7 = (a{, .'..afl), y sea m : R® — RF la proyeccién sobre las k-
primeras coordenadas. Sea A, = [dm.] = (a](2))1<i <k, la matrix k x k, de dr, respecto de las bases
Al AR v {ei, ... ex}. Para z = 0 tenemos Ay = I,. Por continuidad del determinante resulta
z 20 Y
que det(A, 0, para todo z € C(¢')*, 0 < ¢ < e. Luego para todo z ahi, {Al ... A"} son
g z 4
linealmente independientes.

A continuacién buscamos campos X en D que se proyecten sobre los %, para 1 < i < k, o sea
K3
que estén w-relacionados con los %.
K3

Como dm, : D, — R* es un isomorfismo para todo z € C(¢’)", entonces para cada i, sea X' el
tnico vector en D, tal que dr,(B.) = %. Dejamos como ejercicio verificar que los X* asi definidos
7
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son C*, y generan D, en C(g')™.

En suma existen r campos diferenciables X!, ... X* tales que
A , 0
X'(2) € D,, dm,X'(z2)= , i=1,...k, VzeC(E)"
Como X etsa m-relacionado con %, se tiene que
o 0

dr[ X', X7)(2) = [8_n’ (’3_73](7T(Z)) =0, VzeC(E).

Luego [X?, X7], € Ker(dr.), Vz. Como dr, : D, — R¥ es un isomorfismo Vz, se cumple
Ker(dr,) N D, = {0}, V.

Ademds por ser D involutiva se cumple que [X? X7] € D, lo que implica que [X?, X7], = 0,
Vz e Ce)".

Por el teorema 9.18 existe un sistema coordenado ciibico (U, ¢ = (21, ...xy,)), alrededor de 0 € R"
tal que
.0
X' = =1,...k.
axz Y ? Y

Podemos suponer que U = C(¢’)", achicando suficientemente & > 0. Entonces las rebanadas R C U
dados por
R={q €U :a1(q) = thr1,-- - alq) =},

son subvariedades integrales (conexas) de D, porque sus espacios tangentes estan generados por los
a%i = X? para 1 < i < k. Por otra parte si ¢ : M — U es una subvariedad integral conexa de D,
miramos las diferenciales d(z;0¢), para k+1 < i < n. Para todo vector Y € T,M tenemos di,Y € D,
luego di,Y es combinacion lineal de {%b}, 1 <j <k Vqge M. Entonces para k+1 < i <n
tenemos

d(z;00)Y =Y (z;00) =dig(Y)(x;) =0, Vg€ M.

Luego x; o ¢ es constante en M para k+ 1 < i < n. O

Lema 10.5. Segundo lema de factorizacion. Sea D una distribucion integrable en N y sea (P,t)
una subvariedad integral de D. Si f : M — N es una funcion C* tal que f(M) C P, entonces
fo: M — P es C*, donde fo: M — P, es la unica aplicacion tal que to fo = f.

M N

N

Demostracion. La daremos proximamente. U

Ejercicio 10.1. Usando el segundo lema de factorizacion probar que el "ocho” no es subvariedad
integral de ninguna distribucién C*° en R2.

Ejemplo 10.3. No hay redundancia en las hipdtesis del Lema de factorizacion por una subvariedad
integral: no toda subvariedad integral es un embedding. Ejemplo: la linea densa en el toro. Hacer
los detalles.

Asi como existen curvas integrales maximales de un campo, también existen subvariedades integrales
conexas maximales:
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Definicién 10.4. Dada una distribucion suave D en N una subvariedad integrable conexa mazimal
(M, f) de D es una subvariedad integral conexa de D que no estéd contenida estrictamente en ninguna
subvariedad integral conexa de D. Es decir no existe ninguna subvariedad integral conexa (M, f)
de D, "maés grande” que (M, f), i.e. tal que f(M) C f/(M’). Una tal subvariedad se llama "hoja”
de D.

Teorema 10.6. global de Frobenius. Sea D una distribucion suave e integrable en una variedad N .
Entonces por cada p € N existe una unica hoja de D que contiene a p. Ademds toda subvariedad
integral conexa de D estd contenida en una (inica) hoja de D.

Idea de la demostracion: Fijado p € N, sea K C N el conjunto formado por todos los pun-
tos ¢ € N, tales que existe una curva v, en N, suave a trozos uniendo p con ¢, tal que en cada
trozo 7'(t) € D). Por el Teorema de Frobenius local, existe una cubrimiento numerable de N
por sistemas coordenados {(U;,¢; = (z¢,...2%)) : i € N}, tales que para cada i, las rebanadas
{x; = constante, j =k +1,...n} son subvariedades integrales de D, donde k = dimD.

Supongamos que p € Uy, y que ¢1(p) = 0. Entonces la rebanada {x; =0, j=k+1,...n}, es
subvariedad integral de D, y esta incluida en K.
Dado ¢ € K, existe un i, tal que ¢ € U;,. Sea S;, C U, la rebanada que contiene a ¢q. Entonces se
cumple que S;, C K: dado ¢’ € S;,, se yuxtapone una curva suave a trozos 7, tangente a D, que une
p con ¢, con una curva desde ¢ a ¢’ contenida en la rebanada S;, .
Damos a K una topologia tal que K es localmente euclidea y conexa. Como base de la topologia
tomamos los abiertos de las rebanadas \S;,. Se prueba que con esta topologia K es ademas Ny, aunque
no lo hacemos.
Observacién: la topologia de K no es necesariamente la topologia relativa. Por ejemplo la curva
densa en el toro.

La estructura diferenciable en K esta dada por Fo = {(S;,, 7k o ¢;,| Siq>}' No demostraremos la
compatibilidad de las cartas de K.

Por construccién tenemos que (K, ¢) es subvariedad integral conexa de D. Veamos que (K t) es
una hoja, o sea que es maximal. Sea (M, f) una sub variedad integral conexa de D que pasa por
p € N. Queremos ver que f(M) C K. Dado ¢ € f(M), busco una curva v suave a trozos uniendo p
con q y tal que v/(t) € D).

Como M es conexa, existe una curva o : [0,1] — M suave a trozos que une f~*(p), con f~*(q).
Veamos que v = f o ¢ funciona. Claramente v une p con q. Calculamos

7V(8) = dfono’ (t).
Como o'(t) € Ty M, Vi, resulta que 7/'(t) € D), Vt. Luego ¢ € K. Luego f(M) C K.
La unicidad es consecuencia inmediata del Segundo lema de factorizacién y lo dejamos como ejercicio.
O
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11. ALGEBRA MULTILINEAL
Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n.

Definicién 11.1. Dado k € N se define el conjunto de funciones k-lineales en V':
13 TFV*) ={f:V x--xV > R: k-lineal
(13) V) ={f X k X f es k-lineal }

k-lineal significa que f es lineal en cada variable, cuando las otras se fijan. Se ve que T*(V*) es un
espacio vectorial. Notar que T!(V*) = V*. Se conviene en que T°(V*) = R.

Definicién 11.2.
(14) AF(V*) = {f € T*(V*) : f es alternante},
es el espacio de las formas k-lineales alternantes de V.
Ser alternante significa que
flon, . covi, v, o) = —fon, v, o, v, 0g), V(o) €V X XV

N————
k

En particular f(vq,...,v;) =0, si v; = v; para algin para i # j.

*

Se comprueba que tanto T*(V*) como A¥(V*) son espacios vectoriales. Se tiene que A'(V*) = V*.
Por conveniencia se define A°(V*) = R.

De la alternancia resulta la siguiente propiedad:
Proposicién 11.1. Para toda f € A*(V*), y toda permutacion ™ € Sy, se cumple

(15) f(vﬂ'(l)7 v 7U7'r(k‘)> - SigTL(ﬂ-)f(vlv <o 7Ul€)7
donde Sy, es el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,2,... k}.

Demostracion: ejercicio. Sale usando que toda permutacion es producto de transposiciones.

Ejemplo 11.1. Sea V = R". Entonces el determinante det € A"(V*): i.e. det : R" x --- x R* - R
es multilineal y alternante como funciéon de las columnas o filas de una matriz n x n. Notar que
M, (R) = R™ ™ se identifica con el producto R" x- - - X R"™ n-veces. Las funciones k-lineales alternantes
generalizan el determinante.

Ejemplo 11.2. Dado w € R3, fijo. Sea f : R®*xR3 — R la funcién f(u,v) = (uxv,w) = det(u, v, w).
f es el ”volumen signado” del paralelelepipedo generado por los vectores u, v, w. Luego f € A?(R%*)
(se prueba que f > 0 sii u, v, w tienen la misma orientacién que la base canénica).

Definicién 11.3. Dada f € T%(V*) se define su alternancia por
Alt(f)(v1,...,v5) = % Z sign(o) f(Veq), - - - Vo(k))-
oESK
Dada o € S, se define una accién del grupo Sy sobre k-uplas de vectores de V:
oV, ) = (Vo(l)s - - > Vo)), YU1,...05 € V.
Se verifica que esta accion satisface
o(m(vy,...,v)) = (roo)(vy,...,v), Vo,m € S.
De la definicién de Alt se tiene que podemos expresar

Alt(f) = % Z sign(o).f o o.

oc€Sk
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Proposiciéon 11.2. Propiedades de Alt:
(i) Alt : TH(V*) — A*(V*), d.e. Alt(f) es k-lineal y alternante, para toda f, k-lineal.
(ii) Alt(f) = f, para toda f € A*(V*) (usar (15)).

Demostracion. No la daremos. O

Definicién 11.4. Sea V' un espacio vectorial de dimension n y sean 1 < k1 < n.
(i) Dados f € T*(V*),g € T'(V*), se define su producto tensorial f ® g € T*™(V*), mediante:

(f@g)(v1,...,0601) = f(vr, .o 0k).9(Vkg1s - Vktt),  YU1,.. .0k € V.

(il) (f@g)@h=f®(g®h),VfeT:V*),g e T (V*),h € TP(V*). Esta propiedad garantiza la
buena definicién del producto tensorial de muchos factores.
(ii1) Dados f € A*(V*), g € A (V*), se define su producto exterior f A g € A¥(V*) por

kE+1)!
(Ao o) = CED At g) o, ki) =
1 :
W Z sign(m) f(Vr)s - - - Vn()) 9 (U (hr)s - - - Vn(in))-
7I'€Sk+l
Notar que el producto tensorial no es conmutativo. Por ejemplo si dimV =n > 2,y {eh cesent
es una base y {e',...,e"}, su base dual, entonces por ejemplo ¢’ ® ¢/(v,w) = e'(v)e!(w), pero

el @ e'(v,w) = el (v)e'(w).

Proposicién 11.3. Propiedades del producto tensorial y del producto exterior.

(a) A es bilineal: (f +ch)Ng=fANg+chAg, ylomismo para el sequndo factor.

(b) A es asociativo: si f € A¥(V*), g€ A{(V*),h € A™(V*), entonces (f Ag) ANh = f A(gAh).
(¢) Dados f € N*(V*),g € A{(V*),h € A™(V*), se tiene

|
(f/\g)/\h:f/\(g/\h):%Alt(fQQg@h).

Notar que esta propiedad permite definir el producto exterior de muchos factores sin ambigiedad.
(d) Si f € A*(V*) yg e AP(V*), entonces fAg = (—1)"PgA f. (en particular si k es impar, entonces
k* es impar y por lo tanto f A f =0).

Demostracion. No daremos las demostraciones de (a), (b), (¢), (d) (ver libros de F. Warner y J. Lee).

Para la prueba de (d) usaremos el siguiente hecho que probaremos mas adelante: el conjunto
{et Ao Ne 1 <y < --- < i <n} es una base de A¥(V*), para todo 0 < k < n.

Primero verificamos que se cumple (d) para f,g € A'(V*). Aplicando la definicién del producto
exterior tenemos

(f AN g)(u,v) = ﬁ(f(U)g(U) = f(w)g(w) = =(g A f)(u,v).

Para el caso general por bilinealidad del producto exterior, basta probarlo para el caso f =
aet N\ ---ANe'k,y g=>belt \---Aelr. Entonces aplicando paso a paso el caso anterior tenemos,

fAg=abe* A---NeF AN A NP =
ab.e™ Ao Nett At A Nl et (—1)P =
ab.e™ Ao Ner2 AR A Nt Aeht A et (—1)P(—1)P =

ab.e N NelP Net N Nt (—1)PF =
(=1 g A f.
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Sea B = {e1,...,e,} una base de V' y B* = {e!,...e"} la base dual. Como consecuencia del
punto (c¢) de la Proposicién anterior, tenemos que para 1 < i; < ...i; < n, y vectores arbitrarios
vy, ..., €V se cumple

ETN - NeR (v, ) = KAR(EN @ - @) (v, ..., vp)
Z sign(o).(e" @ ---@e*)oa(vy,...,v)

oEPer(i1,...,ix)

Z sign().(e" @ -+ @ €*) (Vg(1)s - - -, Vo(r)) =

oc€EPer(i1,...,ix)

S sign(e)e (o)e (Vo) - €™ (v,

oc€Per(i1,...,ix)

donde en ésta tiltima expresion se reconoce la férmula del determinante de la matriz (€% (v¢))1<s.<k)-
De esto resulta la identidad

TN ANen (v, ..., vy) = det ((eis ('Ut))lgs,tgk) =

621 (v1) ... eil (k)
ot e?(vy) ... e?(vg) |
e (vy) ... e*(vy)

En particular e A -+ A et (e;,, ... e;,) = 1.

Proposicién 11.4. Si dimV = n, entonces para k > n, resulta A*(V*) = {0}.
En cambio si 0 < k < n, y fijamos una base B = {ey,...,e,} deV, y B* = {e',... "} la base dual,
entonces el conjunto B C A¥(V*) formado por elementos de la forma:

A NER 1< g < < g <o,

es una base y por lo tanto dimA*(V*) = (}) = Wik),

Demostracion. Dados vy, ...,vx € V, entonces cada v; = > €'(v;)e;. Para cualquier f € AF(V*),
tenemos

n n

flor,...v) = f(z eil(vl)eil,...,z " (vg)ei, ) Z Zf (€iys -y ei e (vr) ... e ().

i1=1 in=1 =1 =1

Si k > n, todos los términos de la forma f(e;,,...e; ), son todos nulos porque en cada uno hay
vectores de la base que aparecen repetidos. Luego f = 0.

En cambio si 0 < k < n, entonces podemos expresar lo de arriba como
n n
f:Z"'Zf(eil,--.,eik)e“ R ®e*,
7:1:1 ik:1

Como f es alternante, aplicando la Proposicién 11.2 resulta

F=A) =D flen, - e Al @ - @ e™).

11=1 tp=1

Pero por definicién Alt(e" ® --- ® e'*), es igual a cero cuando hay indices repetidos, o bien es
%ejl A~ Aek cuando j; < -+ < jr. O sea que

f— Z flei, .o e )6’ A Aelk,

1<11<12< <ip<n



54 NOTAS DE CLASE DE GEOMETRIA SUPERIOR

En particular resulta que el conjunto B genera A*(V*). Sea
0= Z Wy € AN AR
1<ji<<jr<n

Aplicando ambos lados a (ej,, ..., e;, ) resulta a;, . ;, = 0. O

12. FORMAS DIFERENCIALES EN VARIEDADES

Las formas diferenciales en variedades surgen por la necesidad de tener una buena generalizacién
del rotor y la divergencia en R3.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Dado un sistema coordenado (U, ¢ = (x1, ..., Tm))
alrededor de p € U, entonces {z>-|,} es una base de T,M y {dz;|,} su base dual Vg € U. Entonces
el conjunto

{d.l?“’q/\/\dﬂ?lk’q 1< < < g §m},
es una base de A*(T*M), para todo ¢ € U.
Definicién 12.1. Sea k un entero tal que 0 < k£ < n. Una k-forma diferencial w en M es una
asignacion

w:M>3qg—w, € Ak(T;M),
de manera suave o C*°, i.e. dado un sistema coordenado (U, ¢), entonces
Wq = Z iy, ig (q)dxhlq AR dxh |Q’ VgeU.
1<ii << <n

Decimos que w es diferenciable si para todo sistema coordenado (U, ¢) las funciones a;, . ;. € C*(U).
Se prueba que la diferenciabilidad de w en realidad es independiente de los sistemas coordenados.
Se define el conjunto de las k-formas diferenciables en M:

E*(M) = {k — formas diferenciales en M}, E°(M) = C>(M).
Ejemplo 12.1. Dada f € C°°(M), entonces df € E*(M) = 1-formas en M.

Mas adelante veremos que si dim(M) = m entonces una m-forma nunca nula en M provee una
manera de definir el volumen de subconjuntos de M.

Ejemplo 12.2. Sea W € x(R?) un campo y sea w € E*(R3) la 2-forma definida por
w(u,v) = det(u,v, W(q)), wu,v e T,R>

Entonces w,(u, v) es el volumen signado del paralelepipedo generado por u, v, W(q). La interpretacién
mas natural es pensar que w,(u, v) mide la cantidad de fluido que atraviesa el paralelogramo generado
por u,v, en la direccién de W(q).

Si{u,v,W(q)} tiene la misma orientacién que la base candnica, entonces w,(u, v) es igual al volumen
del prisma generado por {u,v, W(q)}.

12.1. La derivada exterior. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Para cada 0 <
k < m se define un operador dy, : E¥(M) — E*1(M), de la siguiente manera:

Primero se define dy : E°(M) — E'(M), como dyf = df, Vf € E°(M).

Sea (U,p = (x1,...,2,)) un sistema coordenado en M y sea w € EF(M), con k = 1,2,....
Entonces se tiene que

<'()|U = Z ail,...,ikdxil ARERNA dxi}ﬂ iy, ip € COO(U)

1<i < <ig<m
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En este caso se define

drwlv = Z dai, ... Ndxiy A< Ndx, .

1<i << <m

Nota: pareceria que di depende de que sistema coordenado usemos. Pero en realidad se demuestra
(aunque no lo haremos) que dj, esté bien definida, o sea, no depende de los sistemas coordenados.

Ejemplo 12.3. Sea w € E?(R*) dada por
W(ay,zw) = Sinydr A\ dz + zw?dy A dw.
La base global de 3-formas de R* es
{de Ndy Ndz,dx Ndy N\ dw,dy A\ dz A dw,dxz A dz A\ dw}.
Entonces vamos a expresar dw en esa base:

(dw) (@ gz = (dsiny) A dz A dz + (dow?®) A dy A dw.
: J .
dsiny = EW siny.dy = cosy.dy = O0dz 4 cos ydy + 0dz + Odw,
Y

d(zw?) = widr + zdw? = w?dr + 2zwdw, Luego
(dw) (zy,5.0) = (cosy)dy A dx A dz + (wPdz + 2zwdw) A dy A dw =

—(cosy)dx A dy A dz +w?dx A dy A dw.

Proposicion 12.1. Propiedades de la derivada exterior:
(1) Sia € E¥(M) y B € EY(M), entonces

disi(a A B) = (dpa) A B+ (=1)Fa A dip.
(2) dp1ody : E¥(M) — E¥*2(M), es el operador nulo Vk € {0} UN.
Demostracion. (1) Probemos primero el caso a = f, 3 =g € E°(M) = C*(M):
d(f Ng) =d(fg) = fdg+df.g=fNdg+(=1)°g Adf,
donde la primera igualdad resulta de calcular d(fg)(X) = X f.g+ f.Xg, con X € x(M).

El paso siguiente es probar la férmula para el caso k = 0,1 € N: a = f € C®°(M), B € EY(M).
Entonces a A3 = f3 € E'(M). Para probar que se cumple d(f3) = df A B+ (—1)°fd,3, es suficiente
hacerlo para 8 = hdx;, A --- Adx;,:

(df Nh+ fAdh) Ndxy, N--- Ndzy, =df NS+ fAdD.

Dejamos para el lector completar los detalles para el caso general £k, € N.

(2) como d; se distribuye respecto de la suma basta probar que Vf € C® Vi; < --- < i vale
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9
e () a:;:f drg Adag, A~ Ndrg) =

S

s=1

dxy Ndxs Ndxg, N\ --- Ndx;, =
1<s1< axtaxs
82f a2f
2,07, dry Ndxs Ndxg, A--- Ndx;, + 9200 ———dxs Ndxy ANdxy, N --- Ndx;, =

1<s<t<m

Z O Ydxzs Adxy Ndzy, A--- Ndx;,, =0
Oajsaxt ® K " ko

83:,583:8
1<s<t<m
O

12.2. Formas cerradas y exactas. Una 1-forma a en R se escribe o = fdr, donde f : R — R es
C*. Nos preguntamos si existe una g € C*°(R) tal que dopg = o = fdr? Respuesta: si. Por ejemplo
tomar g(t fo x)dzx, definida para todo ¢t € R.

Veamos la situacién andloga en R%. Dada una 1-forma 6 € E?(R?), esta se expresa 0 = fdx + gdy,
para ciertas f,g € C*°(R). Nos hacemos la misma pregunta que antes: jexiste h € C*(R?) tal que
doh = 07 Supongamos que si, entonces 0 = dydoh = d,0, o sea

0=d0 =di(fdx+ gdy) =df Ndz +dg Ndy =

of of 9y 9y
d —dy) Ndx d —dy) Ndy =
(G o) A+ (5 L)
af 0Oy
—— + —=)dx ANd
( 9 o )dz A dy
Luego 3 8f = gg, es condicién necesaria para que la ecuacion dh = 6 tenga solucion.

Deﬁn1c10n 12.2. Una k-forma 6 € E*(M) se dice cerrada si dyf = 0, y se dice ezacta, si existe una
(k — 1)-forma « tal que 0 = dj_; .

Se cumple que toda forma exacta es cerrada como sonsecuencia de la Proposicién 12.1. Al revés,
podemos preguntarnos si es cierto que toda forma cerrada es exacta. La respuesta es si, pero sélo
localmente, no globalmente. Por ejemplo la 1-forma candnica df en S*, que se estudia en el practico.
M4s precisamente sea w = Ladr + 12+ >dy, la 1-forma en R? — {(0,0)}...etc Se vislumbra que las
k-formas cerradas no exactas detectan ”agujeros” de dimension k en M.

12.3. El pull-back de formas. Dada una aplicaciéon suave F' : M — N entre variedades y dada
una k-forma 0 € E*(N) se define el pull-back F*0 de 6 por F mediante,

(F0)p(v1, ... 0p) = Oppy (dF,(v1), ... dFp(vg)),  v1,..., v € T,M.
Proposicion 12.2. Propiedades del pull-back:
(1) F*0 € E*(M),
(2) F*(a A B) = (F*a) A (F*B), Ya € E*(M), B € E'(M).
(3) F*(dipf) = dp F™6.
Demostracion. (1) Por ser F' suave, tenemos que para todo sistema coordenado (V,v¢ = (y1,...,9n))

en N, existe un abierto U C M tal que F(U) C V,yy;oF € C®(U), para 1 <i < n. Ademds como
0 es C™, existen a;, _;, € C(V) tales que

0‘/ = Z Qi ..., deyll - A dyzk

1<i1<...,<ip<n

.....
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Entonces
(16) (F*0u =" > (ti.ioF).dyy,oF)A--Nd(y,oF).
1<i1 <...,<ip<n

Luego sigue que F*0y es C*° en U.
Probemos (2):

1
(Fra) A E"B) (v, vent) = o > sgn(m)(F ) (vnqy, - vn) (F7B) (Vaet ) - - - Unirern) =
o WGSkJrl
1
FATH Z sgn(m)a(dF (ve)), - - AF (Vry)) B(AF (Vr(iy1)), - - AF (Vrrg))) =

TESk41
(Oé VAN ﬁ)(dF(UW(1)>, Ce dF(”w(k—&—l))) = F*(Oé N ﬁ)(vl, Cen 7Uk+l)-

Por ultimo probemos (3). Primero veamos que se cumple para £ = 0. Sea 6 = f € C®(N),
entonces F*f = f o F. Ademds, dado X € x(M) cualquiera vemos que

FHdf)(X) = df (dF (X)) = d(f o F)(X) = d(F" [)(X).

Ahora en general de la expresion (16) y de aplicar (2) resulta

d(F*0)y = Zl§i1<...,<ik§n d(@iy,.i 0 F) Nd(yiy o F) A+ Ad(yiy, o F) =

21§i1<...,<ik§n F*(dail,...,ik) A F*(dyzl) JANRIEA F*(dyzk) = F*(dH)U

13. LA NOCION DE ORIENTACION

En la recta R hay dos orientaciones posibles, ir de izquierda a derecha o viceversa. Podemos fijar
una orientacién elgiendo +1, o —1.
En el plano R?, no hay una direccién privilegiada. Se toma por convencién la orientacién dada por
el sentido de giro ”antihorario”:
€1 — €és.
En el espacio R?, tampoco hay direcciones privilegiadas. Hay una nocién de orientacién conocida
como "regla de la mano derecha” o "regla del tirabuzén” o sacacorchos que es usada en Fisica:

(derecha) e; — ey — es.
O bien la "regla de la mano izquierda”:

(izquierda) ey — e; — es.
13.1. Orientacién de espacios vectoriales.

Definicién 13.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n. Definimos una relacién de
equivalencia en el conjunto de bases ordenadas de V: dos bases ordenadas B = {uy,...,u,},
C = {vy,...,v,}, se dicen equivalentes, o B ~ C, si detA > 0, donde A es la matriz de cambio
de coordenadas entre ellas.

Proposicion 13.1. Hay exactamente dos clases de equivalencia.

Demostracion. Hay por lo menos dos clases porque por ejemplo {uy, ug, ..., u,} % {—uy,ug, ..., up}.
Por otro lado no hay mas de dos: si B~ Dy C' »« D, entonces se ve que B ~ C. U

Definicién 13.2. Una orientacién en V', es la eleccion de una de las dos clases de equivalencia.
Decimos que (V, [B]) es un espacio vectorial orientado. Si C' € [B], decimos que C' esta positivamente
orientada.

Ejemplo 13.1. Sea V. = R", B = {ej,...,e,} la base candénica. Entonces [B] es la orientacién
canonica.
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Ejemplo 13.2. Para n =2, sea C' = {(1,0), (cost,sint)}. Entonces C es una base positiva de R? si
0 <t <, yesnegativasim <t < 2m.

Lema 13.2. Sea w € A"(V*) y sea {uy,...,u,} una base de V. Entonces dados vy, ...,v, € V, se
sumple que

wvg, ... v,) =det(A)w(ug, ..., uy,),
donde A es la matriz de los v;’s en términos de los u;’s.

Demostracion. Sea A = (a;;) la matriz de cambio de base tal que v; = > a;;u;. Entonces por
linealidad, alternanciay (15) resulta

(.U('Ul,...,'l]n) = E aihlai%g...aimnw(uil,...,uin) =
(il,...,in)ESn

Z Ur(1),106(2)2 - - - > Go(n)n(SGNO)W (UL, . .., Up) =
O'ESTL

(Z (8gN0)a6(1),100(2),2 - - .ag(n)m) Wy, ... uy) = (detA)w(ug, . .., uy),

O’ESn

donde en la tultima igualdad usamos la férmula del determinante.
O

Habiamos visto que dimA"(V*) = () = 1, i.e. A"(V*) = R. Una n-forma w € A*(V*) — {0},
induce una orientacién en V', de la siguiente manera:

Una base ordenada {vq,...,v,}, se dice orientada si w(vy,...,v,) > 0. Notar que el conjunto B
de todas las bases ordenadas ”orientadas” es no vacio. Por ejemplo si w(ug,...,u,) < 0, entonces
w(—uy, ug, ..., u,) > 0.

Proposicién 13.3. Dada una base {ei,...,e,} € B, entonces B = [{e1,...,e,}], i.e. la clase de
equivalencia de {eq,. .., e,}.

Demostracion. Si{e},...,e,} € [{er,...,e,}], entonces la matriz A = (ay;), tal que e = > 7" | ae;,

satisface det(A) > 0, luego
w(el,...,e) =det(Awley, ..., e,) > 0.
Por lo tanto {€},...,e,} € B, i.e. [{e1,...,e,}] C B.

Veamos ahora que B C [{e1,...,e,}]. Sea {e',...,e"}, la base dual de {ey,...,e,}. Dada
{vi,...,u,} € B, por ser e Ae* A--- A e" base de A"(V*), tenemos que existe un ¢ € R, tal
que w = cet Ae? A--- A e Luego

wler,...,en) =ce' N2 A---Ne(er,...,en) =c.

O sea que podemos expresar w = w(ey,...e,).e! Ae2 A--- Ae™. Sea A = (a;;) la matriz tal que
v; =Y ._, a;je;. Entonces de la igualdad

w(v1,...,v,) =wl(ey,...e,)det(A),

resulta det(A) > 0, y por lo tanto {vy,...,v,} ~ {e,...,e,}. Luego B = [{e1,...,e,}].
U

13.2. Orientacién en variedades.

Definicién 13.3. Sea M una variedad conexa de dimensién m. M se dice orientable si existe un
atlas A = {(Ua, pa) : @ € I}, con @, = (zF,...,2%), tal que Vo, 8 € I, con U, N Uz # 0, se cumple

que
det 8@-6 > 0.
(9xj

Recordar que (z‘%){lgmgm}, es la matriz jacobiana de @, 0 @5
j
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Notar que fijado (si existe) un atlas con esa propiedad, entonces dado p € M, la orientacién en
T,M esté dada por [{32, ..., 5% }], para cualquier a.
1

> 0x%,

Ejemplo 13.3. La cinta de Moebius es no-orientable (préctico).

Ejemplo 13.4. S™ es orientable. Para probarlo basta tomar el atlas dado por los sistemas de
coordenadas estereogréficos, A = {(S™ — {PN}, "), (S" — {PS},¢®)}. Entonces, o bien A da
una orientacién, o definiendo en vez de ¢° = (z1,...,,), cambiar por ¥° = (—zy,...,1,). Luego
A ={(S" — {PN}, "), (S — {PS},9°)}, d4 la orientacién.

Teorema 13.4. Sea M una variedad diferenciable conexa. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) M es orientable.

(17) Eziste una n-forma continua nunca nula en M.

(1ii) Existe una n-forma C*, nunca nula en M.

Nota: w € E™(M) nunca nula significa que w, # 0 para todo p € M. Recordar que w, € A"(T;M).

Demostracion. (iii) = (ii), es obvio.

(17) = (i): Sea w € E"(M), continua y nunca nula. Buscamos un atlas A cuyas matrices jacobianas
de transicién tienen det > 0. Sea B = {(U,, ¢a) : a € I} un atlas cualquiera de M, para el cual
podemos suponer que los U, son conexos. Para cada a € I definimos

0 0

fa:Ua%Ra fa(p):wp(a_x? ”"0_x$;

).

p

)
p
Entonces se tiene que f, es nunca nula en U,. Como U, es conexo, es f, > 0, o bien f, < 0 en U,.
Definimos el atlas buscado como sigue:

A={(Uqs,pa) €B: fo >0} U{(Uy o) €B: fo <0,}
donde, si f, <0, ¥, : U, = R" se define a partir de ¢® cambiando el signo de x{:
Vo = (—af, x5, ..., 20).

Entonces A es un atlas (porqué?) y ademas satisface lo pedido. Dados «, 8 € I, tales que U,NUg # 0,
tenemos que en U, N Ug se cumple:

0 ) detldlps o )l =) = det(dlps 0 ).

_7 ooy S —
Ox§ Oxg Ox

fa = W(
Si fo >0,y fs >0, entonces det(d(pp o @ ') > 0.

Por otra parte si f, > 0y f3 < 0, entonces det(d(vs o p ') = —det(d(¢p o ;') > 0. Los otros
dos casos son similares. Luego el atlas es el buscado.

(i) = (i17): Tengo un atlas A = {(U,, a) : @ € I} de M cuyos cambios de coordenadas tienen
det > 0. Busco una w € E"(M) nunca nula. Para cada o € I defino w* € E™(U,) mediante

w* =dz{ A Ndx.

Sea {6,} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {U, : a € I'}. Definimos

w = ZQO‘, donde Q% =

ael

Oowa, en Uy,
0, en US.
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Luego w es C™ en M, porque localmente es suma finita de formas C'*°. Ademas w es n-lineal y
alternante. Sélo falta ver que w es nunca nula. Dado p € M veamos que w, # 0. Como > 0%(p) = 1,
y 0%(p) > 0, Vo € I, resulta que existe 3 € I tal que 6°(p) > 0. Entonces calculamos

0 0 0 0

wy(—=| ..., —=| ) =0 (P’ (—| ,.. E QY (= — )=

p(ax{j , 8235 p) (p) p(axf » 333” » atiacl axl ) 5:1:5 p)

8 0 0 0

1 + E 004 a e, —— E 00‘ ) 0‘( , —— ) —
) B o
atpacl 8:61 » O0rn |, aipocl Ozt |, 8xn

+ D 0 ax >

a#p,acl

5
con lo cual como se cumple #°(p) > 0y det(g%b) > 0, y 0%(p) > 0, para todo o # f3, resulta

9

0 9
8:1:‘13

,...,awg
p

) > 0. O

p

wy(

Ejemplo 13.5. Veamos que S™ C R""! es orientable definiendo una n-forma diferenciable nunca
nula en S™. Recordar que 7,S™ = p*, pues pensamos a S™ definida implicitamente: S" = f~(1),
luego 1,S™ = ker(df,). Para cada p € S™ consideramos

WU, ..., vy) = det(vy, ..., v,,p), v; €T,5".

Entonces w, es n-lineal y alternante en cada espacio tangente 7,,5". Es inmediato que w, # 0, para
todo p € S™. Ademaés resulta de la definicién que w : p — w,, es diferenciable, o sea w € E™(S™).

Nota: para n = 2, w,(vy, v2) da una nocién de érea signada del paralelogramo generado por vy, vs
en el plano tangente 7,52, En efecto, esta drea serd el volumen del paralelepipedo en R?® generado

por vy, U2, p.

Ejemplo 13.6. En general dada una subvariedad Si (M, ¢) de R™! tal que dimM = m, que tiene un
campo normal unitario n : M — R™! suave tal que ||n(q)|| = 1, y ademds n(q) Ldw,(T,M) C T,R",
para todo g € M, entonces la n-forma de volumen de M asociada a n dada por

wp(u, ..., uy) =det(uy, ..., u,,n(p)), pe M,
es nunca nula en M y depende diferenciablemente del punto p. Es analogo a lo que hicimos con S™.

Ejemplo 13.7. M = el cilindro en R?® que es la imagen de F : R? — R3 dada por F(s,t) =
(cos s,sin s, t). En este caso definimos

n((cos s,sin s, t)) = (cos s, sin s, 0).

Luego n es un campo suave nunca nulo normal al cilindro. Con eso ya podemos definir la 2-forma
de volumen del cilindro como en los ejemplos anteriores.

14. INTEGRACION EN VARIEDADES

Vamos a introducir la nocién de integral de formas diferenciales en variedades. Para eso comen-
zamos con la integracion de n-formas definidas en subconjuntos de R™.

Recordemos que un dominio de integracién en R” es un subconjunto acotado D C R™, tal que D es
compacto y el borde 0D tiene medida nula. Por ejemplo un intervalo acotado en R es un dominio de
integracién. También una union finita de rectangulos abiertos o cerrados es un dominio de integracion
en el plano R2. Poliedros y bolas sélidas en R™ y uniones finitas de éstos son dominios de integracién.
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Sea w una n-forma suave definida en un dominio de integraciéon compacto D, esto es,
w= fdry A--- Ndry,,

donde f € C*(D), ie. f:U — R, es una funcién suave definida en un abierto U que contiene a D.
En ese caso se define la integral de w sobre D por

/w:/de:/fdrl/\---/\drn::/f(rl,...,rn)drl...drn,
D D D D

donde dry . ..dr,, es el elemento de volumen usual de R", y la integral del extremo derecho de la
igualdad es la integral de Riemann usual que se estudi6 en el curso de Analisis III.

Maés generalmente dado un abierto U C R", queremos definir la integral de cualquier n-forma w
con soporte compacto contenido U. Dado que tanto U como sop(w), pueden no ser dominios de
integracion, tenemos la siguiente

Proposiciéon 14.1. Sea U C R"™ un subconjunto abierto y sea K C U un subconjunto compacto.
Entonces existe un dominio de integracion D compacto tal que K C D C U.

Demostracion. Para cada p € K, existe una bola abierta B centrada en p, tal que B C U. Por ser
compacto hay un cantidad finita de bolas By, ..., By que cubren K, cuyas clausuras estan contenidas
en U. Entonces D = By U---U By es un dominio de integraciéon compacto tal que K ¢ D Cc U. U

Luego para toda n-forma w suave con soporte compacto contenido en un abierto U C R", se define

o]

donde D es cualquier dominio de integracién tal que sop(w) C D C U.

Proposicion 14.2. La definicion anterior es buena, es decir que no depende de la eleccion de D: si
D' C U también contiene a sop(w) entonces [, w = [p, w.

Demostracion : la dejamos como ejercicio.

Tomando f = 1, obtenemos el volumen de un dominio de integraciéon compacto D C R™:

vol(D):/dV:/drl/\dr2/\~--/\drn:/drl...drn.
D D D

Ejemplo 14.1. La n-forma de volumen candnica dV = drqy A dry A -+ A dr,, tiene la propiedad de
ser invariante por rotaciones y traslaciones. Recordemos que una traslacion T, : R" — R", es de la
forma T, (x) = x + a, con a € R™. Por otra parte una rotacién R4 : R — R"™ es una transformacién
de la forma R4(r) = Az, donde A es una matriz n x n, ortogonal: AA* = I, con detA = 1.

La invariancia de dV por traslaciones y rotaciones significa que T*dV = dV. O sea dado un p € R"
cualquiera, 7' una rotacién o traslaciéon de R", y uy,...,u, € T,R", se cumple

dVy(ur, ... uy) = dVpg) (dTpyus, . . . dT,uy,),

Como consecuencia resulta que para todo sélido D C R™ se verifica vol(D) = vol(T(D)), para
toda translacién y toda rotacién T (y para composiciones de ellas). Dejamos la comprobacién como
ejercicio.

Nuestro objetivo es definir la integral de una n-forma suave en una variedad. Dada una variedad
diferenciable de dimensién m orientable M, una forma de volumen en M es una w € E™(M) nunca
nula. El par (M,w) se llama variedad con forma de volumen. Para ciertos subconjuntos D C M
tendré sentido definir el volumen de D por vol(D) = [, w.

A continuacién consideramos dos casos de la definicién de integral de una n-forma:
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Caso 1. M es una variedad no necesariamente compacta, de dimension n, que esté orientada. Es
decir existe un atlas A de M tal que la jacobiana de las funciones de transicion tiene determinante
positivo. Sea w una m-forma en M, cuyo soporte es compacto y esta contenido en U, donde (U, ¢ =
(1,...,2Tm)), es un sistema coordenado en A. O seawy = fdxiA---Adz,,, con sop(w) = sop(f) C U,
compacto. Entonces lafuncién f o ¢! tiene soporte compacto en ¢(U), por ser ¢ homeomorfismo.
Suponemos ademés que f o p~! es integrable ( observar que esta propiedad es independiente de ).
En este caso se define la integral de w en M por

(17) / W= fop t(ry,...rp)dry...dry,
M e(U)

Proposicién 14.3. La definicion anterior no depende del sistema coordenado ¢ usado para definirla.

Para la demostracién de la proposicién necesitamos recordar la formula de cambio de variables de
Analisis III:

Teorema 14.4. Sea U C R™ un subconjunto abierto acotado y F : U — F(U) C R™ un difeomor-
fismo. Dada una funcion continua y acotada h : F(U) — R. Si D C U es un dominio de integracion
compacto entonces se cumple

(18) /F(D)h—/DhoF|det(dF)|.

Sean D C Uy F : U — F(U), entonces dada una n-forma w en F'(D), tenemos w = fdryA---Adry,.
Luego

(19) Frwo=(foF)d(rioF)AN---Nd(rpo F) = (foF).det(dF)dry A\--- Ndry,.
De donde
/ w—/ /foF|detdF)|— /
donde corresponde "+ si det(dF') > 0, o sea si F' preserva la orientacién, y ”—" si det(dF') < 0,

que corresponde a cuando F Cambla la orientacién.

Nota: la férmula (19) se puede probar como sigue. Sea F” = r; o F, la coordenada i-ésima
de F', donde (ry,...,7,) es el sistema de coordenadas globales en R". Como consecuencia de la
Proposicién 12.2 obtenemos lo siguiente:

F'w=(foF)d(rio F)A---Ad(r, o F) = (foF)dF* NdF*A\--- NdF™.

Usando que

d(r;o F)=dF" = —8 dr;,
— 87“]'
7j=1
se tiene
"L OF! "L OF? "L OF™
Frow = F). —dr; ) A —d-/\---/\E dr;
w (f o ) (j1:1 arjl TJ1) (j2:1 87”]'2 TJQ) (j - arjn T]n)?

donde w = fdry A --+ Adr,. Finalmente por las propiedades del producto A, surge el det(dF’), de
donde sale (19).

Demostracion de la proposicion. Supongamos que hay otro sistema coordenado (V, ¢ = (y1,...,Ym)) €
A, tal que sop(w) C V. Entonces wy = gdy; A --- Ay, para alguna funcién g. En U NV tenemos
0 0 ox; 0 0 _
g=w( L2 = e ) = det(d(g o)) .

oy =0y, G
Componiendo a derecha la ffmula de arriba con =1, en (U N V) resulta

gouyt =det(d(p o )y)f o7t
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Tomando ahora el difeomorfismo F' = ¢ o 9™, tenemos F()(U NV)) = (U NV). Donde por
hipétesis F' preserva la orientacién porque det(dF) = det(d(p o)) > 0. Ademés si h = fo !,
resulta ho F' = f o1~!. Aplicando el teorema de cambio de variables resulta

/ fop = / (ho F) |det(d(p o v™)| =
e(UNV) P(UNV)

/ folpfldet(d(gpod;*l)) = / gor L.
HUOV)

PY(UNV)

Observar que por ser sop(w) C U NV compacto, las integrales tienen sentido porque se realizan en
dominios de integracién compactos contenidos en o(UNV), y en (U NV). O

Caso 2: sea M una variedad compacta de dimensién m, que esta orientada por una m-forma
w € E™(M) nunca nula. Entonces existe un atlas A asociado a w. Como M es compacta podemos
suponer que A es finito, i.e. A= {(U;,¢;) :i=1,...,n}.

Sea a;,i = 1,...n una particién de la unidad C'* (es suficiente que sea integrable) subordinada al
cubrimiento del atlas A: i.e. sop(a;) C U; es cerrado en M y por lo tanto es compacto y ademds «;
es integrable en U;. Se define la integral de una m-forma n € E™(M) por

/MU:;/MQM-

Notar que las integrales del lado derecho ya han sido definidas en el Caso 1. Veamos la buena
definicion. O sea que la integral no depende del atlas que usemos para definirla.

Sea B otro atlas finito de M que da la misma orientacién que A, y sea 3;,j = 1,...,[ una particién
de la unidad integrable subordinada a B. Entonces tenemos

1

ii/}wﬁj&inzg/M<é%>ﬁjn=§/ﬂﬂﬁjn-

i=1 j=1 =
———
=1

Arriba hemos usado que la integral del caso 1 distribuye la suma.
Nota: no definiremos la integral de formas cuyo soporte es no necesariamente compacto.

La siguiente proposicion reune las propiedades basicas de la integral de formas y su demostracién
la dejamos como ejercicio.

Proposicion 14.5. Sea M una variedad orientada de dimension m y sean 3,1n, m-formas en M con
soporte compacto. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(a) Linealidad: [, a8 +bn=a [,,8+b [y, n.

(b) Cambio de orientacion: [ w = — [, w, donde M es la variedad M con la orientacién opuesta.
(¢) Si M es compacta y 1 es una forma nunca nula compatible con la orientacion de M, entonces
fyn>0.

(d) Invariancia por difeomorfismos. Si M' es otra variedad orientada y F : M' — M es un difeo-
morfismo que preserva la orientacion, entonces an = fM, F*(n).
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Nota: en (d) de la Proposicién decimos que un difeomorfismo F' : M’ — M preserva la orientacion
si el determinante de la matriz jacobiana de la expresién en coordenadas de F' respecto de sistemas
de coordenadas orientados en M’y en M, es positivo.

Es muy dificil en general poder calcular integrales de formas en variedades usando la deficién. La
siguiente proposicion simplifica la tarea en muchos casos.

Un dominio de integracién D C M es un subconjunto tal que D es compacto y 9D tiene medida
nula en M.

Proposicién 14.6. Sea M una variedad compacta orientada de dimension m y sea w una m-forma
en M. Supongamos que existen dominios de integracion compactos Dy, Do, ... D, C R™ y mapas
C>, F;: D; — M tales que E; = F;(D;) C M, es un dominio de integracion en M, para cada i, que
cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para cada 1 < i <k, F;: Int(D;) — Int(E;) es un difeomorfismo que preserva la orientacion.
(i) M = EyUEyU---U Ey.

(¢43) Para cada i # j, E; interseca a Ej, solo en los bordes.

Entonces
k
W= Fr(w).
foo=3 ], Fe
Demostracion. Se puede leer en el libro de J. Lee. O

Ejemplo 14.2. Con ayuda de la proposicién anterior vamos a calcular la integral de la 2-forma en
la esfera S? dada por

w=xdy ANdz — ydx Ndz + zdx Ndy, (x,y,z) €S>

Observemos que w es una 2-forma diferenciable en R3. Si ¢ : S? — R? es la inclusién, *w es una
2-forma en S?, que por simplicidad de notacién identificamos con w.
Vamos a ver después que t*w es la llamada 2-forma de drea de S2.

Sea F': D = [0,7] x [0,27] — S? la aplicacién suave dada por las coordenadas esféricas:

F(¢,0) = (sin(¢) cos(#), sin(¢) sin(f), cos(¢)).

Hay que verificar que F' satisface las hipdtesis de la proposicion anterior, i.e. que F' preserva la
orientacién. Para eso basta ver que {dF (8%), dF(Z)} es una base orientada de 7,5? en cada punto

p € S?, lo cual equivale a que

(dP (). dF (3).m)

es una base positivamente orientada de R?, en cada punto de S?, donde n es el vector normal unitario

en S? que apunta hacia afuera definido por

n(z,y,2) = (z,y,2) € T(l

x7y7Z

)S%, Y,y 2) € S°

Para ver eso observamos que

0 0 . .0 ., 0
dF<_8¢) = cosqbcosﬁ% + cos ¢ sin 98_3/ — SIH¢£>
0 .. 0 .
dF(%) = —sin ¢ sin 0% + sin ¢ cos 08_3/’

. g . .0 0
n = sin ¢ cos Hﬁ_x + smgbsm&a—y + cos (ba,
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0

de esto sigue que la matriz de cambio de coordenadas entre las bases {dF(%), dF(Z),n}, {Z, a%, 521

tiene determinante positivo. De esto sigue que F' preserva la orientacion.

Por otra parte tenemos que

Frw = F*(xdy Ndz — ydx Ndz + zdz A\ dy) =
(x o F)F*(dy) N F*(dz) — (yo F)F*(dx) N F*(dz) + (z o F)F*(dx) N F*(dy) = sin(¢)d¢ A db.

Adems3s

F*dx = d(x o F) = dsin(¢) cos(0) = cos(¢) cos(0)dp — sin(¢) sin(6)d6,
F*dy = d(y o F) = dsin(¢) sin(f) = cos(¢) sin(0)d¢ + sin(¢) cos(0)db,
F*dz =d(z o F) = dcos(¢) = — sin(¢)do.

Finalmente de todo lo anterior y haciendo las cuentas se llega a que F*w = sin(¢)d¢ A df. Luego

/52 o /DF W)= /0% /0 *sin(g)dodd = 4.

15. EL TEOREMA DE STOKES

En Andlisis III ya se ha estudiado una versién del teorema de Stokes para R3. Vamos a dar una
version mas general de este teorema para variedades y deducir el teorema de la divergencia y de Green.

Definicién 15.1. Sea M una variedad de dimensién m. Un subconjunto abierto y conexo D C M
es un dominio regular si para todo p € D = borde de D, existe un sistema coordenado (U, ¢ =
(1,...,2Zm)), que podemos suponer ciibico y centrado en p, y que esta "adaptado”, o sea tal que

UND={qeU:x,(q) >0},
UNoD ={qeU:x,(q) =0},

O sea que el borde 9D, esta localmente definido implicitamente por x,, = 0, siendo dx,, # 0.

Lo que establece la definicion anterior es que un dominio regular tiene su frontera definida local-
mente por ceros de funciones continuamente diferenciables, es decir, por trozos de hipersuperficies
diferenciables en la variedad M definidas implicitamente.

Proposicion 15.1. Sea M una variedad n-dimensional, y sea D un dominio reqular en M. Entonces
el borde 0D es una subvariedad incrustada de M. Mas aun, si M es orientable entonces OM es
también orientable, con la orientacion inducida de la de M.

Demostracion. (completar detalles). El borde 0D es cerrado en M y le damos la topologia inducida.
Sea p € 9D, y sea (U, = (z1,...,%y)), un sistema coordenado adaptado alrededor de p entonces
0D N U es una tajada de U de dimensiéon m — 1. Luego 0D estd cubierto de sistemas adaptados.
Como consecuencia del teorema de la funcion implicita 8.14 y su demostracion resuta que 0D es una
subvariedad incrustada de M y que @ = (z1, ... 2y, 1) restringido a UNAD, es un sistema coordenado
local en el abierto relativo U N 9D del borde 0D.

Si M es orientable, elegimos una orientacién y tomamos un atlas de sistemas coordenados positivos
en M, ie. tales que la jacobiana de las funciones de transicién tiene determinante positivo en las
intersecciones. Esos sistemas restringidos a 9D dan coordenadas locales como vimos antes. Haciendo
la cuenta de los determinantes de las jacobianas de las funciones de transicién de éstos sistemas, se
comprueba que resultan positivos en las intersecciones (no lo hacemos ahora). En suma 0D es una
hipersuperficie incrustada y orientable. [l
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Observar que el borde 0D de un dominio regular D C M no siempre es conexo. Tomar por
ejemplo el dominio regular D = {(z,y,2) : 2> + y*> = 1,a < z < b} contenido en el cilindro
C=1{(z.,2): 2%+ = 1},

Nota: Si D C M es un dominio regular compacto D y M esté orientada por una forma de volumen
w, se puede definir vol(D) = f pw, de la misma manera que definimos la integral para M compacta.

El siguiente es una de las versiones del teorema de Stokes.

Teorema 15.2. Sea M una variedad orientada de dimension m y sea 6 una (m—1)-forma diferencial
en M. Si D es un dominio reqular compacto en M entonces se cumple

/d@:/ 0,
D oD

donde v : D — M es la inclusion (incrustacion,).

La integral de la derecha tiene sentido porque el borde D recibe la orientacion inducida de la de
M. Se demuestra, aunque no lo haremos, que en 0D existe un campo vectorial suave n nunca nulo
que "apunta hacia afuera de D” y que le da su orientacion. En el caso particular en que M = R", se
puede probar la existencia de n como sigue.

Consideramos la n-forma de volumen w # 0 en R", tal que w(ey,...,e,) = 1.

Lema 15.3. Sea V C R"™ un sub espacio vectorial (n — 1)-dimensional. Sin es una (n — 1)-forma
no nula en V., entonces existe un tinico vector no nulo N € V* tal que

(v, ..., 1) = w(N, 01, ..., U0—1), YUi,...,0,1 € V.

Demostracion. Dado v € R". Entonces w(v,—,...,—) es una (n — 1)-forma en V, (donde los lu-
gares vacios se llenan con vectores de V). Entonces existe un ¢(v) € R tal que w(v,—,...,—) =
t(v)n(—,...,—). Observar que t(v) = 0, para todo v € V.

Como w # 0, existe un vy € R™ tal que t(vy) # 0y por lo tanto vy € V. Descomponiendo vy = v+ uo,
con v, €V, uy € V*+, tenemos

w(ve, =y —) =w(vy, — ..., —) +w(ug, — ..., —) = wl(ug, —,...,—) =t(ve)n(—,...,—).

Finalmente el vector N = ﬁuo, satisface las condiciones deseadas. l

Sea D C R™ un dominio regular y sea n la (n — 1)-forma continua (resp. suave) nunca nula en 0D
que le da su orientacién. Dado p € 9D, por el lema anterior existe un unico vector 0 # N, € T;@D,
tal que

Np(v1, ... Vpo1) = w(N(p),v1,...00-1), You,...v,1 € T,0D.

La aplicacién N :— N, € T,R" = R", define un campo normal nunca nulo en el borde D que es
continuo (resp suave) si w es continua (resp. suave). Dividiendo por la norma de N en cada punto se
obtiene el (inico) campo unitario normal que apunta hacia afuera (si no, se invierte la orientacién)
con el cual se orienta 0D.

Ejemplo 15.1. Con algunas convenciones el Teorema fundamental del cdlculo de una variable es un
caso particular: M = R, D = [a,b], 0D = {a,b} (vairedad de dimensién cero). Dada f: R — R
diferenciable, ella define una 0-forma en M. Entonces por el Teorema de Stokes resulta

/ a=1 7
[a,b] {a,b}

0 sea fab f'(x)dx = f(b) — f(a). La orientacién en 0D = {a, b} estda dada por la figura.
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15.1. Teorema de la divergencia en R3. Recordar que si X = (a,b,c) es un campo en R?) la
divergencia de X es la funcion C*°:

divX = a; + by + c..

Teorema 15.4. Sea D C R? un dominio regular compacto y sea X € x(U), donde U C R? es un
abierto que contiene a D. Sea n : D — R? un campo normal exterior unitario en 0D que apunta
hacia afuera (ver figura), y sea dA la forma de drea candnica de 0D, dada por

dA,(u,v) = det(u,v,n(p)), w,veT,(0D), VpedD.

Entonces

/D div(X)dV = / (X,n) dA.

oD

Demostracion. Escribimos el campo X = aa% + ba% + c%, donde a, b, ¢ son funciones diferenciables
en U C R3. La 2-forma w € E?*(U) dada por:

w = ady N\ dz + bdz A\ dz + cdx A dy,

satisface

dw = azdx Ndy N dz + bydy ANdz Ndx + c,dz Ndx N\ dy =
(ay + by +c,)dz Ndy A dz = div(X)dV.

Por otra parte de la definicién de dA desarrollando el determinante respecto de la 1ltima fila, donde
n = (ny,ny, n3), tenemos lo siguiente:

Uy Uz U3
dA(u,v) =det | v1 v v3 | =
n; n; ng

Ny (Ugv3 — Uzvy) — No(U1v3 — uzvy) + N3(Ugvy — Ugvy) =

(nydy A dz — nadx A dz + ngdx A dy)(u,v).

Recordar por ejemplo que dz A dz(u,v) = ujvs — usvy, y los otros son andlogos. Luego dA =
nidy A\ dz — nadx A dz + nzgdx A dy. De esto resulta usando las propiedades del producto cruz que

dA(u,v) = (u X v,n).

Ademsés existe ¢ € R tal que u X v = cn,,, para todo par de vectores tangentes u,v € T,0D. Luego
haciendo la cuenta se ve que ¢ = dA,(u,v), o sea

uxv=dA(u,v)n.

Entonces
(X,n)dA(u,v) = (X, n.dA(u,v)) = (X,u x v) = ("w)(u,v),

de donde resulta (t*w), = (X,,n,)dA,, para todo p € dD. Finalmente aplicando el teorema de

/ (X,n}dA:/ L*w:/dw:/dideV.
oD oD D D

Stokes a w tenemos
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Ejemplo 15.2. Una aplicaciéon inmediata de Stokes es calcular el volumen de una bola sélida B de
radio 7 = 1 en R®. Suponemos la bola centrada en (0,0, 0) y sea el campo suave X (z,y, z) = (z,y, 2).
Entonces div(X) = 3. Ademés X restringido al borde B = S? es el vector normal exterior unitario
n que d4 la orientacién de S%. Luego por el teorema de la divergencia resulta

3 /B dV = 3Vol(B) = fSQ (X,n)dA = / dA = Area(S?) = 4.

S2
Luego resulta Vol(B) = 3.
Ejercicio 15.1. Calcular la integral [ 52 NedA, donde n, es la proyeccién del vector normal unitario
exterior n sobre el eje x.

Teorema 15.5. de Green. Sea D C R? un dominio regular compacto y sean p,q : U — R dos
funciones C*°, donde U es un abierto que contiene a D. Entonces se cumple

/ (qz — py)dady = / pdx + qdy.
D oD

Demostracion. Sea w = pdx + qdy. Entonces dw = (¢, — py)dx A dy. U

Nota: tanto el teorema de Stokes como el de la divergencia se cumplen para dominios D compacto
tales que D es una unién finita de (hiper) superficies orientadas (ver figura). Por ejemplo D podria
ser un cilindro sélido en R3. Entonces 0D es union de un cilindro y de dos tapas. Sobre los bor-
des que los unen el vector normal exterior no esta definido. Lo mismo vale para el Teorema de Green.
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