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1. El elipsoide de revoluciéon

Para los siguientes calculos vamos a trabajar con la geometria de un elipsoide de revolucion,
formado mediante la rotacion alrededor de su semieje menor.

Consideramos el elipsoide que se muestra en la Figura [1}
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Figura 1: Elipse de referencia.

En la figura tenemos:
s [, I3, focos de la elipse.
= O, centro de la elipse.
» OA = OB = a = semieje mayor de la elipse.
» OP, = OP, = b = semieje menor de la elipse.
» PP, es el eje menor de la elipse, mientras que P es un punto arbitrario en la elipse.

De la definicién de una elipse, el movimiento de P sobre la elipse produce una suma cons-
tante de las distancias tomadas desde dos puntos fijos, denominados focos. La ecuacién que
representa a esta elipse es:



x? 22

St =l (1)

Haciendo coincidir P con P;, se verifica que F} P = F,P = a. Graficamente: Algunos para-

Figura 2: Elementos de la elipse para un punto P = P;.

metros importantes de la elipse son:

= Achatamiento polar, f:

= La primera excentricidad, e:

la ppw 2 _p?
ezOl: a4 ;62:a 5 (3)
a a a

= La segunda excentricidad, e’:

, OF; \/(12—62'6,2 a’? —b?

e = =

7 e = (4)

» Excentricidad angular, o (ver Figura ; es el &ngulo en P, entre el semieje menor y la
linea dibujada desde P hasta F} o F,. Se obtiene:

b
cos(ar) = o= 1—f (5)
sen(a) = % =e (6)
oF,
tg(a) = Tl =e (7)
» Excentricidad lineal, £
E =ae (8)



2. Latitud Geodésica ¢, Latitud Reducida g y Latitud
Geocéntrica v

Consideramos primero un elipsoide de revolucién cuyo centro esta en O. Definimos el eje
OZ como el eje de rotacion del elipsoide. El eje OX se subtiende en el plano ecuatorial e
intercepta el meridiano P, F P, el cual es tomado como el meridiano de origen o Meridiano de

Greenwich desde donde las longitudes seran medidas. El eje OY esta en el plano ecuatorial,
perpendicular al eje OX tal que OX, OY, 07 forman un sistema coordenado de mano
derecha como se muestra en la Figura [3]
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Figura 3: Sistema de coordenadas para el Elipsoide.

Un punto arbitrario P (dentro o fuera de la superficie del elipsoide) puede ser definido
entonces por sus coordenadas x,y, z.

Sobre un meridiano cualquiera, tal como Py PP, o P EP;, la longitud es una constante para
cualquier punto localizado en este plano meridiano. La longitud geodésica A de un punto es
definida como el &ngulo diedro entre los planos del meridiano de origen P, F P, y un meridiano
que esta pasando a través del punto dado (ejemplo P, PP,). Las longitudes pueden medir
entre [0°, 360°] o [-180°, 180°], siendo negativas hacia el Oeste del meridiano de origen y
positivas hacia el Este de dicho meridiano.

La latitud geodésica ¢ de un punto ubicado sobre la superficie del elipsoide, es definida como
el angulo entre la normal al elipsoide en el punto P y el plano ecuatorial. Puede tomar valores

entre [-90°, 90°], siendo cero en el Ecuador, positivas hacia el Polo Norte (P;) y negativas
hacia el Polo Sur (F).

Ademas de la latitud geodésica podemos definir la latitud reducida 3, también llamada para-
métrica, y la latitud geocéntrica 1. Figuralatitudes Para la definiciéon de la latitud reducida
se debe utilizar una esfera tangente al elipsoide a lo largo del Ecuador, y un punto P’ ubicado
sobre la esfera originado por una linea perpendicular al plano del Ecuador y que pasa por el
punto P, luego el &ngulo se mide desde el plano ecuatorial hacia el punto P’

La latitud geocéntrica es el angulo que se mide entre el plano del Ecuador y una linea que



pasa por el origen O y el punto P.
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Figura 4: Seccion elipsoidal y las latitudes geodésica, reducida y geocéntrica.

3. Relaciéon entre latitudes

Partimos de (1) de donde despejamos z:

2
x
= 2z = 1-— ?
A tener en cuenta:
z b [a*—a?
r a?
Derivando (2) se obtiene:
dz b —2x N dz bx
dz  a2ya? — 22 dr — ava? — 22

(10)

(11)

De la Figura [4] se obtiene que la pendiente de la recta tangente a la seccion elipsoidal en el

punto P es:
68(90° + ) = §

Por trigonometria:
tg(90° + ¢) = —cotg(p)



dz dx
N _ 4z I 12
cotg(p) = = tg(w) = —— (12)
Luego, por (11) se obtiene:
ava? — x?
telp) = —~ (13)
De la Figura |4 también se obtiene:
a2 — 22
tgy = G por(10) tgy = i (14)
x azx
luego, dividiendo (13) en (14):
tg(p) = g¥o== | tg(p) _ a’ a?
S (T = 7 8lp) = ote (v 15
tg(r(/}) — g ax x tg(w> b2 ( ) b2 ( ) ( )
Siguiendo con la Figura [}
xr =acos(8) = g—; = —a sen(f) | dz
z=bsen(f) — g—; =bcos(f) [ dz _Btg (8) (16)
[gualando (12) y (16) se obtiene:
a
ta (1) = Tt () (17)
Finalmente:
a a? a
L ig(5) = ot () =t (5) = e () (18)
a
g (e) = Lt () (19)

4. Obtenciéon de coordenadas cartesianas x, z partir de ¢

De (4) se tiene que €? =1 — Z_i

LA oo =a*(1—¢?) (20)

A partir de (18) y (14):

(21)

tg (p) = (a®/b*) tg (¥) — por(20), tg(p) = (1/1 —€*)tg () 1
tg ()
tg (¥) = 2/



=z=(1-¢)z tg(p)

(22)
Reemplazando en (1)):
2 1—e?) z t 2
2 0= el _,
a b?
De
z?  (1—e*)?a® tg® (p) 2+ (1—¢?) 2° tg? ()
— =1= =1
a? a?(1l —e?) a?
’ 2 2 a? 2 2 4.2
21— tg7(p)] =1= 5[l +1tg7 () — ¢ tg”(p)] =1
usando las relaciones trigonométricas:
sen?(p) +cos?(p) = 1 1+tgX(p) = oy talp) = =8
Se obtiene:
2 sen?(p) + co(p) , sen’(p)
—l 2 - ) = 1
a cos?(p) cos?(¢p)
x? [sen2(90) + cos?(p) — €2 sen2(g0)] _y
a? cos?(¢p) B
2
x
T 2een? 1
ol ()]
2 a? cos®(y)
1 —eZsen?(yp)
Lo a cos(p) (23)
1 — eZsen?(p)
Para poder obtener z reemplazamos en
= (1—e?) a cos(y) sen(y)
1 — e2sen2(yp) cos(p)
1 — 2
LG (1 —e?)sen(yp) (24)
1 — e2sen?(p)




5. Obtencion de coordenadas cartesianas x, z partir de 3

A partir de la Figura

0?2:I7 P;P:Z, CL:\/(OTPQ)2+<P27P1)2

PP, = a sen(p)
CL2 = (OPQ)Q + <P27P1)2

Reemplazando x y z en la ecuacion de una elipse (|1)):

(OP,)? N (P, P)?

a? 2 1

Multiplicando por a? en ambos miembros:
(OP)? + (PP)2L = g2

Igualando a (25) y (27):

(OP,)? + (p;p)zz_Q — (OP,) + (BP,)?
(PEP)2Z—2 — (P,P,)?

Aplicando raiz en ambos miembros:

B B B b
PQP% — PP, = PP = 2 PP,
a

Luego,

PP =b sen(f) = |z =b sen(f)

A partir de la Figura 4] también se obtiene:

r =a cos(P)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

6. Obtencién de coordenadas cartesianas z, z partir de v

A partir de la Figura
x=r cos(v), z=r sen(¢)

r=vVatz?

Reemplazando en la ecuacion de una elipse ([I):

(30)



a? b? =1
Sacando factor comtn r? : ) )
() | sen’(y)
r [ CL2 b2 ] -
y denominador comun a?b*:
5.0 cos?(¢¥) + a? sen?(¢))
rl a’b? J=1
Pasando al otro miembro:
9 a’b?
T =
b% cos?(v) + a?sen?(1)
r? = r
~(b2/a?) cos?(vp) + sen2(v)
Por ([20)):
r? = s
(1 —e2) cos?(tp) + sen?(z))
r? = i =7’ = i
cos?(1)) — e2 cos?(Y) + sen?(v)) cos?(1)) + sen?(¢) — e? cos?(v))
r? = —b2 =r= b (31)
1 — €2 cos?(v) 1 — e2cos?(1)
Finalmente, reemplazando en :
xr = b cos(1)) (32)
1 —e2cos?(v)
b
z= sen () (33)

1 — e2cos?(v))

7. Relacion entre latitudes

Ya habiendo obtenido las ecuaciones para las coordenadas cartesianas utilizando las diferen-
tes latitudes como variable, podemos obtener la relacion entre ellas a partir de la division de
z en funcién de x, asi se obtiene:

(1—e€*) te(p) =2/ a
stg(B) = z/x = (1 —eHtg(p) = gtg(ﬁ) = tg(v) (34)
tg(y) = z/x
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